Szakkori anyag 9.évfolyamnak

Oszthatosag

Hatdrozzuk meg az a, b, ¢ és d kiildnb6z6 szdmjegyeket Ggy, hogy abed @ deba =4,

ahol abcd és deba négyjegyl szamokat jeldl.

Megoldas. A dcba 4-szerese abed |, amely szintén négyjegyd, ezért dcba < 3000 yagyis d

értéke 1 vagy 2. De 1 nem lehet, mert akkor abcd 1-re végzédne, holott oszthaté 4-gyel. Igy
d=2, ekkor a=8 vagy 9, de ez utdbbinak a négyszerese nem 2-re végzdik, tehat a=8. Mivel d
négyszerese a, azért ha c-t szorozzuk 4-gyel, akkor nem lehet 10-es atlépés, eszerint csak c=1

vagy c=0 lehet. De abcd oszthatd 4-gyel és a 02 vég(i szam nem oszthatd 4-gyel, ezért csak a
c=1 lehet j6. Innen mar adddik b=7 értéke. Vagyis a=8, b=7, c=1, d=2. A kapott szam a 8712,
és ez valdban jdis. ( Kémal K 18)

Hany olyan ababab alaku hatjegy(i szam van, amely hat kiilonb6z6 primszam
szorzata?
Megoldas: ababab=10101-ab=37-13.37-ab. A feltételeknek megfelel6en ab tehat olyan
kétjegyl szam, mely két primszam szorzata, melyek k6z6tt nem szerepel a 3, 7, 13, 37. Tehat
ab lehetséges szorzatalakja: 25, 2111, 2117, 2:19, 2:23, 229, 2-31, 2:41, 243, 247,511, 517. A
tovabbiakban mar legaldbb haromjegyl szamokat kapunk, tehat 12 megfelel6 szam van. (
Kémal K.53)

Hany darab olyan ABAABA alaku hatjegy(i szdm van, amely pontosan négy primszam
szorzatdra bonthat4?
Megoldas: Az ABAABA alaku szamok ABA'1001=ABA'7-11:13 alakban irhaték fel. Vagyis az
ABA alakd primszamok szama adja a megoldast. A megfelel6 primszamok: 101, 131, 151, 181,
191, 313, 353, 373, 383, 727, 757, 787, 797, 919, 929, azaz 15 darab. (A megfelel§
primszamok a legegyszer(ibben a rendelkezésre all6 primtablazatokbdl kereshetdk ki.)
(Kémal , K. 81)

Egy csupa kiilonb6z6 szamjegyekbdl allé haromjegyl szam szamjegyeibdl az 6sszes
lehetséges maddon kialakitjuk a kiilonb6z6 szamjegyeket tartalmazo kétjegyl szamokat.
Ezeknek a kétjegy(i szamoknak az 6sszege éppen az eredeti hdromjegy( szammal egyenld.
Hatdrozzuk meg az dsszes ilyen haromjegy( szamot.

Megoldas: Jeloljiik az eredeti szam szamjegyeit sorban a, b, c-vel. A kialakithat6 2-
jegyl szdmok: ab, ac, ba, bc, ca, cb . Ezek Osszege 22(a+b+c), ami egyenld az
eredeti szammal (tehat az eredeti szam oszthat6 22-vel), igy 22(a+b+c)=100a+10b+c.
Ez rendezve a 7(a+b+c)=3(11a+b) alakot 6lti. A jobb oldal oszthaté 3-mal, tehat a bal
oldal is, ez viszont azt jelenti, hogy a+b+c oszthato 3-mal. Lattuk, hogy az eredeti
haromjegyli szam oszthat6 22-vel, tovabba a szdmjegyek 0sszege 3-mal, ezért 66
tobbszorosei johetnek szoba. 600-nal nagyobbra nem kell gondolnunk, mert hat
kétjegyli szam 6sszege 600-nal nem lehet tobb. Vagyis csak 132, 198, 264, 330, 396,



462, 528, 594 johet szoba. Ellendrizhetjiik, hogy ezek koziil a 132, 264, 396
megfeleld, a tobbi pedig nem. ( Kémal K.69 )

A 2163 olyan négyjegyl szam, amelyben az egyesek helyén allé szamjegy haromszorosa a
szazas helyiértéken allé szamjegynek, a tizes helyiértéken allé szamjegy pedig kétszerese a
szdazas és az ezres helyiértéken allé szamjegyek 6sszegének. Igaz-e, hogy az ilyen tulajdonsagu
négyjegyl szamok mindegyike oszthaté 3-mal?

Megoldas. Igen. A keresett négyjegyl szamok szdmjegyei balrdl jobbra haladva: a, b, 2a+2b,
3b, ezek 0sszege 3a+6b, ami oszthaté 3-mal, tehat a megfelel6 tulajdonsagu négyjegyd
szamok is oszthatdk 3-mal. ( Kémal, K.91)

Az 6tjegyli ABC DE széamot 4-gyel szorozva az 6tjegyli EDC B A szamot
kapjuk. Hatarozzuk meg ABC DE értékét. (A, B, C, D, E kiildnbdz8 szamjegyeket jeldlnek.)
Megoldas. Mivel 6tjegyl szamot 4-gyel szorozva 6tjegy(i szamot kaptunk, ezért A értéke csak

1 vagy 2 lehet. De mivel EDC B A oszthaté 4-gyel, ezért csak az A=2 johet széba. Ha 2-vel
kezd6dik egy Otjegyl szam, akkor a 4-szerese (amely 6tjegy() 8-cal vagy 9-cel kezdédik, de ha
az eredeti szdm vége 9 lenne, akkor 4-szerese 6-ra végzédne. Tehat £=8. Mivel ABCDE
négyszerese 90000-nél kisebb, ezért ABCDE < 2300, és igy a szamjegyek
kiilonboz6sége miatt B értéke csak 1 lehet. Ha a szorzast elkezdjik elvégezni, akkor 4E=32,
leirjuk a 2-t, maradt a 3, ezért 4D 8-ra végz6dik. Csak D=2 vagy 7 johet sz6ba, de a 2 mar
foglalt, tehat D=7. A C értékére szdba johets 10 értéket végignézve csak egy megoldast
kapunk: 219784=87912. (Komal, K.94)

Harom egymast kdvets paratlan természetes szam négyzetének dsszege olyan
négyjegyl szam, melynek minden szdmjegye azonos. Adjuk meg az dsszes ilyen
szamharmast. Taldlunk-e 6t egymast kovets paratlan természetes szamot, melyek
négyzetének 6sszege olyan hatjegy(i szdm, melynek minden szamjegye azonos?

Megoldas. frjuk fel a harom egymast kovetd paratlan szam négyzetének sszegét! (a-
2)?+a’+(a+2)?=3a%+8. Mivel a paratlan, ezért a kapott négyzetdsszeg is paratlan;
masrészt pedig a négyzetdsszeg nem oszthaté 3-mal, igy csak 1111, 5555, 7777 lehet
az értéke. A lehetOségeket megvizsgalva csak a 41, 43, 45 szamharmas megfeleld,
melyek négyzetének dsszege 5555.

Ot egymast kovetd paratlan szam négyzetének dsszege (a-4)%+(a-
2)*+a’+(a+2)*+(a+4)*=5a’+40. Ez 5-tel oszthato, igy értékére csak az 555 555 jGhetne
szoba, de ekkor a nem lenne egész szam. Igy nem talalhatunk 6t megfelelé szamot.
(Komal, K.106)

Ha az 1234 négyjegyli szambdl minden lehetséges modon torliink két szdmjegyet, majd az
igy megmaradt két szamjegyet kétjegyli szamként kiolvassuk, akkor a 12, 13, 14, 23, 24, 34
szamokat kapjuk. Ezek 0sszege 120. Keressiink olyan négyjegyli szamot, amelynél ez az
0sszeg

a) 540;



b) 220.

Megoldas. a) pl. 9876. b) Nincs ilyen. Legyen a keresett négyjegy(i szam abcd alaky, ekkor a

keresett 6sszeg

ab+@ac +ad+bc+bd+cd =10a+b+ 10a+c+10a+d+10b+ ¢+ 10b+d + 10c+ d = 3C
. Ez az 6sszeg oszthatd 3-mal, a 220 pedig nem. Tehat az ilyen médon el6allitott szamok

O0sszege nem lehet 220. ( Kémal: K.107 )

Adjuk meg az 6sszes olyan abcde dtjegy(i szamot, melynek szamjegyei kdzott
pontosan adb 0, bdb 1, cdb 2, ddb 3 és e db 4 szerepel. (A kiilonbdz6 betlk nem feltétlendl
jelentenek kilonb6z6 szamjegyeket.)

Megoldas. A keresett szam szamjegyei kozt nem szerepelhet 6 vagy tobb, hiszen ez azt
jelentené, hogy 6tnél tébb szamjegye van. 5 sem lehet a szamjegyek kozt. A keresett szam
szamjegyeinek 6sszege 5, hiszen 6sszegiik éppen azt adja meg, hogy hany szamjegye van az
eredeti szdmnak. Mivel a szam Otjegy(, ezért legalabb 1-gyel kezd6dik, igy legalabb 1 db 0-t
tartalmaz. Ha a szam harom 0-t tartalmazna, akkor szamjegyei 0, 0,0, 2,3 vagy0,0,0, 1, 4
lennének (valamilyen sorrendben), hogy 6sszegiik 5 legyen, de igy valamelyik szamjegyb6l
pontosan két, illetve négy egyformdanak kéne lennie, ami nem teljesil. A szam nem
tartalmazhat négy 0-t, mert akkor a szamjegyeinek 6sszege nem lehetne 5. Ha a szdm 1 db 0-
t tartalmazna, akkor a szdmjegyei 0, 1, 1, 1, 2 lennének, mert masképp nem jon ki az
Osszeglkre 5 Ugy, hogy ne szerepeljen egynél tobb 0 a szdmban. Ez viszont nem megfeleld,
hiszen igy harom darab 1 van a szdmban, de nem tartalmaz 3-as szamjegyet. Tehat a
szamunkban csak pontosan két 0 szerepelhet. Ez viszont 0, 0, 1, 2, 2 szdmjegyeket indukal,
hogy az 6sszegiik 5 legyen, ezeket pedig 21200 sorrendbe rendezve kapjuk az egyetlen
megoldasat a feladatnak. ( Kémal K.118 )

Az 6toslottoban az egyik jatékhéten a nyer6szamok emelked6 szdmsorrendben

a kovetkezék: ab , be, ca, cb, cd . Az 6t szdm dsszege bee |, a harmadik és a méasodik

szam szorzata bhec | a harmadik és az 6tddik szorzata pedig €l . Hatdrozzuk meg az a, b,
¢, d, e szamjegyeket. ( Kémal (1091)

Megoldas. A novekvs szamok miatt a<b<d és b<C. A szorzatokat nézve

bc -ca =bbec és ca -cd =eccd szerint az utolsé
szamjegyekbdl (és hozzatéve, hogy azd) a=1 lehet csak. Az 6t szam 6sszege legfeljebb

5-99=495 lehet, ami miatt D<4, masrészrél az 6sszeg -tizes szamrendszer szerint-

11a+12b+31c+d=100b+11c. Atrendezve 88b—11=d+20c<189 miatt b<2, ezért b=2..
igy d+20c=165, ahol d+20cC utolsé szamjegye d=5. Innen C=8. Tehit 28-81=2268,
ahonnan €=6. A szamjegyek tehat a=1, b=2, c=8, d=5, e=6. Ellendrzésképpen a kihtzott
szamok sorban 12, 28, 81, 82 és 85; a harmadik és 6todik szorzata 81-85=6885.

Hatarozzuk meg a 7147%+...+7%°% $sszeg utolsé két szamjegyét.

Megoldas. Vegyliik észre, hogy a 7 hatvanyainak utolsé két szamjegye periodikusan
ismétlédik: 07, 49, 43,01, 07, .... A négy, ismétléds végz6dés 6sszege 00-ra végzédik. Ha



a 7M47%+...+7%% sszeg tagjait négyesével csoportositjuk, akkor ennek megfeleléen a
négyes csoportokban [év6 szamok 6sszegének utolsd két szamjegye 00 lesz, tehat ezek
Osszege is 00-ra végzddik. Mivel 2005 4-gyel osztva 1-et ad maradékul, azért egyediil az
utolsé tag nem kertl be ilyen négyes csoportba. Ez a kordbban mondottak értelmében
07-re végz6dik, tehat az eredeti 0sszeg is 07-re végzédik. ( Komal K.13.)

: Egy pozitiv egész szamot 4-gyel osztva 3, €s 9-cel osztva 5 a maradék. Mennyi a
maradék, ha a szamot 36-al elosztjuk? ( Arany Daniel 2006/2007. 1.fordulo)
www. szolda. hu

A9, 38,8,7,7,7 és még egy tetszés szerint valasztott szamjeggyel irjuk fel a
legnagyobb 36-tal oszthatd, hétjegyl szamot.

Megoldas. 36=4-9, ahol 4 és 9 relativ primek. Tehat egy szdm pontosan akkor oszthat6 36-
tal, ha 4-gyel és 9-cel oszthato. A megadott szamjegyek Gsszege 46, ami 9-cel osztva 1
maradékot ad. Tehat a hidnyz6 szamjegy csak a 8 lehet. 4-gyel akkor lesz oszthatd a szdm, ha
az utolso két szamjegybol képezett kétjegyli szam oszthatd 4-gyel. Az adott szamokbol
képezhet6 egyetlen 4-gyel oszthato kétjegyli szam a 88. Tehat a szam vége 88, a kimarado
szamjegyek a 9, 8, 7, 7, 7, melyeket nyilvan ilyen sorrendben kell leirni, hogy a lehetd
legnagyobb szamot kapjuk, hiszen a 9-cel val6 oszthatdsag a szamjegyek sorrendjétol
fiiggetlen.

A legnagyobb 36-tal oszthato szam a 9877788. ( Komal K.382)

Adjuk meg a legnagyobb pozitiv egész n kitevot, amelyre igaz, hogy
117 [ 9714981+ 991 gpo ki jeloli 1-t61 k-ig az egész szamok szorzatat.

Megoldas. A haromtagi 6sszegb6l 97!1-t emeljiink ki:
971+98!+99!=97!-(1+98+98-99)=992-97!. Ebben az alakban mar 6ssze tudjuk
szamolni, hogy a 11 mely szorz6tényezdok primtényezdi kozott szerepel: 99, 99, 88,
77, 66, 55,44, 33,22, 11. Ez 6sszesen 10 szam, mindben elsd hatvanyon szerepel a
11. Vagyis n=10. ( Komal K 390 )

Adjuk 6ssze az 6sszes olyan pozitiv egész szamot, amelyet ha 2013-mal
osztunk, akkor a hanyados és a maradék megegyezik.

Megoldas. A 2013-mal val6 osztasnal 2013-féle maradék lehet. A 0 ezek koziil most
nem felel meg, mert nem pozitiv szam. Vagyis megfelelé szam 2012 darab van:

1.2013+1, 2-:2013+2, ..., 2012-2013+2012. Ezek 6sszege:
S=(1-2013+1)+(2:2013+2)+...+(2012-2013+2012)=

=2013-(142+...+2012)+(1+2+...2012)=2014-(1+2+...+2012)=2014-2013-2012
12=4078507092.

Vegyiink egy olyan szorzatot, amelynek minden tényezdje 7. Kaphatunk-e
igy egy olyan 45 jegyli szamot, amelyben az 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9 szamjegyekbdl
rendre 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1 darab van?



Megoldas. Ebben a 45 jegyli szdmban a szamjegyek Osszege:
9-1+8-2+7-3+6-4+5-5+4-6+3-7+2-8+1-9=9+16+21+24+25+24+21+16+9=165.

Mivel a szamjegyek 0sszege oszthatd 3-mal, ezért az eredeti szdmnak is oszthatonak
kellene lenni 3-mal. De ez lehetetlen, mert az eredeti szorzat minden tényezdje 7, és a
3 meg a 7 relativ primek.

Vagyis ilyen 45 jegyli szamot nem kaphatunk. ( Kémal K.393)

Van-e olyan legalabb kétjegyl négyzetszam, amelyik kiilonb6z6 szamjegyekbdl all, és
igaz ra, hogy szamjegyeit barmilyen sorrendben irjuk le, a kapott szam is négyzetszam?
Megoldas: A négyzetszamok végzGdése csak hatféle lehet: 0, 1, 4, 5, 6, 9. Mivel 0-val nem
kezdddhet szam, ezért a O kiesik a lehetséges szamjegyek kozil. 5 sem szerepelhet a
szamban, hiszen az 5-re végz8do6 négyzetszdmok oszthatdk 5-tel, tehat 25-tel is, igy utolsé
el6tti szamjegylik 2, ez viszont nem szerepel a lehetGségek kozott. Maradnak tehat azok a
szamok, melyek az 1, 4, 6, 9 szamjegyek kozil valahdnyat tartalmaznak. Négyjegy(i szamot
képezve ezekbél nem kapunk megoldast, mert pl. 1946 nem négyzetszdm. Haromjegy
szamokat képezve sem kapunk megoldast, mert 146, 149, 916, 469 egyike sem négyzetszam.
Maradnak tehat az emlitett szamjegyekbdl 6sszeallithatd kétjegyl szdmok, de ezek sem
adnak megoldast, mert 14, 61, 19, 46, 94, 69 egyike sem négyzetszam. Tehat nincs a
feltételeknek megfelel6 négyzetszam. ( Kémal K.27)

. Bizonyitsuk be, hogy ha a 121 szdm jegyei k6z¢ mindkét helyen ugyanannyi
nullat irunk (pl. 10 201, 1 002 001 stb.), akkor mindig egy egész szdm négyzetét
kapjuk.

Megoldas: Ha az 1 és 2, valamint a 2 és 1 kozé k db 0-t irunk be, akkor a kapott szam:
10%+242-10%1+1 = (101+1)2, tehat tényleg négyzetszamot kapunk. ( Kémal K.29)

Hany olyan osztoja van a 857 304 000 -nek, amely négyzetszam?

Megoldas: Irjuk fel a 857 304 000 primtényez&s felbontasat! 857304000=25375372,
Ha egy szam négyzetszam, akkor minden primtényezdje paros kitevdjli hatvanyon
szerepel a primtényezds felbontasaban. A 857 304 000 négyzetszdm osztdi tehat azok
a szamok lesznek, melyek primtényezds felbontasaban a 2-es és a 3-as 0, 2, 4 vagy 6
kitevdvel, az 5-0s és a 7-es 0 vagy 2 kitevivel szerepel (mas primtényezd pedig nincs
a felbontasban). Mivel a kiilonb6zd primtényezdk kitevdi egymastodl fliggetlentil
vélaszthatok, ezért a megfeleld lehetdségek szdma 44:2:2=64. Tehat 64 olyan osztdja
van a 857 304 000-nek, amely négyzetszam. ( Komal K.58)



Lehet-e egy négyzetszam jegyeinek az 6sszege 2006?

Megoldas: Mivel (3k)?=9k?, (3k+1)?=9k*+6k+1, (3k+2)*=9k*+12k+3+1, vagyis a négyzetszamok
harmas maradéka vagy 0, vagy 1. igy 2006 nem lehet egy négyzetszam szamjegyeinek
Osszege, mert ekkor harommal osztva 2 lenne a maradék. ( Kémal, K.84 )

Az unatkozé szultan palotajdban ezer szoba van. Mindegyik szobaban van egy
villanykapcsold, mellyel az abban a szobaban levé 6sszes lampat egyszerre lehet le- vagy
felkapcsolni. Egyik reggel, amikor minden szobdban égtek a lampak, az unatkozd szultan
elindult egy kis sétadtra. Az 1000 szobat végigjarta egyesével, majd Ujra és Ujra megtette ezt,
mindig az elsd szobatdl kezdve a sétat. A kirdndulds sordn eldszor minden szobaban kapcsolt
egyet a villanykapcsoldn (tehat ha fel volt kapcsolva, akkor lekapcsolta, ha le volt kapcsolva,
akkor felkapcsolta), majd a sétat Ujrakezdve minden masodik szobdban kapcsolt a kapcsoldn,
aztan ismét Ujrakezdve a sétat minden harmadik szobdban, és igy tovabb. Az 500. kér utan
azonban elunta ezt a jatékot, és elment aludni. Olyan szobat akart kivdlasztani, melyben nem
égnek a ldmpdk. Mely szobdk kozil valaszthatott?

Megoldas: Az 500-as és alatta lev6 sorszamu szobak kozll azokban a szobakban nem égnek a
ldampak, amelyek sorszamanak pdratlan szamu osztdja van, hiszen minden osztéjanal kapcsolt
egyet a szultdn a kapcsoldn, és paratlan szamu kapcsolas vezet s6téthez. Paratlan szamu
osztdja a négyzetszdmoknak van, ezért az 500 vagy alatta lev6 sorszamu szobak koziil a
négyzetszam sorszamuakban van sotét. Az 500 feletti sorszamu szobak esetén azonban az
utolso kapcsolds hianyzik ehhez képest, hiszen minden szamnak osztéja Gnmaga, de ezt mar
az osztok kozil a kapcsolgatasnal nem vettik figyelembe. Tehat az 500 feletti sorszamu
szobak kozil azok lesznek sotétek, melyeknek pdros szamu osztdja van, azaz nem
négyzetszamok. Tehat s6tét szobak 500 alatt a négyzetszam sorszamuak, 500 felett pedig a
nem négyzetszam sorszamuak. ( Koémal K.126 )

Gyuri 17 évvel id6sebb Annandl. Ha Anna életkora mogé irjuk Gyuri életkorat, egy
négyjegyl négyzetszamot kapunk. Tizenharom év mulva ugyanezt mondhatjuk el. Hany
évesek most?

Megoldas. 13 év mulva mindketten 13 évvel id6sebbek lesznek, mint most, igy ha egymas
utan irjuk az életkorukat, 1313-mal lesz nagyobb a masodik négyzetszdm az elsénél, tehat:
1313=y2-x>=(y-x)(y+x). Az 1313 primtényezds felbontasa: 1313=13-101, igy y-x=13 és x+y=101
vagy y-x=1 és x+y=1313. Az elsébél x=44, x*=1936, a masodikbdl x=656, x*=430336, de ez
nem négyjegyd, igy csak az elsé jé megoldas, amib6l Anna 19, Gyuri 36 éves. ( Kémal, K.
101.)

Hany olyan haromjegyl szdm van — a tizes szamrendszerben- amelynek a négyzete
2009-re végz6dik. ( Arany Daniel 2009/2010. 1. forduld /

www.szolda.hu

Adjuk meg az dsszes olyan p primszamot, amelyre 2p? +13 is primszam.



Megoldas: A p = 3 megoldas. Ha p nem 3, akkor 2p?+13 = 2(p3-1)+15 = 2(p-1)(p+1)+15
oszthat6 3-mal (és nem 3), ezért nem lehet prim. Tehat p-nek csak egy lehetséges értéke van,
a3. ( Komal K.28)

: Hany olyan legfeljebb 5 jegyii, 5-tel nem oszthatd természetes szam van, amelynek
minden jegye prim? ( Arany Déniel 2006/2007 . 1.fordul6)
www. szolda.hu

. lgaz-e, hogy 2009+ 22910 primszdm? ( Arany Daniel 2009/2010, 1.
fordulo)

> www. szolda.hu

Vegylink egy kétjegyl szamot, szorozzuk 0ssze a szamjegyeit, majd a kapott szdmmal
ezt addig ismételjik, mig egy egyjegyl szamot kapunk. Hany olyan kétjegy(i szam van,
amelynél a végén kapott egyjegyl szam 0?

Megoldas:

Ha egy Iépésben meg akarjuk kapni a 0-t, akkor a kétjegyli szamnak tartalmaznia kell a 0
szamjegyet, tehat 0-ra kell végzddnie. Ha két 1épésben akarjuk megkapni a 0-t, akkor az elsd
1épés utan olyan szamot kell kapnunk, amely 0-ra végzddik. Ha harom 1épésben akarjuk
megkapni a 0-t, akkor az els6 1épésben olyan szamot kell kapnunk, amelybdl két 1épéssel
kapjuk meg a 0, és igy tovabb. Ennek alapjan az alabbi lancokat lehet felallitani:

1 10 20 30 40 50| 60|70 |80 |90
1€épésbol:

2 25| 52 45 54 56 655885 - |- -1 -1 -
1€épésbol:

3 55 — |95|59|9% | 69 |78|87| - |—-|-|—-1-01-1—-1-
1€épésbol:

Mivel az alsé sorban szerepld szamok egyike sem all el6 két szamjegy szorzataként, ezért
olyan szamot mar nem talalunk, amelybdl négy vagy tobb 1épésben kapjuk meg a 0-t. Ennek
megfelelden Gsszesen 24 db, a feltételeknek megfeleld kétjegyi szam létezik.( Komal K 19)

a)A 9,8, 7, 6 szamjegyek egyszeri felhasznalasaval alkossunk két darab kétjegyli szdmot
ugy, hogy szorzatuk a lehet6 legnagyobb legyen.



b) A9,8,7,6,5,4 szamjegyek egyszeri felhasznalasaval alkossunk harom darab kétjegyti
szémot ugy, hogy szorzatuk a lehetd legnagyobb legyen.

Indokoljuk is mindkét esetben, hogy miért a kapott szamok lesznek a megfelel6 szamok. (
Komal K 16)

Megoldas. a) A 9, 8, 7, 6 szamokat parokba osztjuk, és az egy parban levo szdmokbol
képezziik a kétjegyli szamokat. Nyilvanvalo, hogy ha a szorzat maximumat keresstik, akkor
ugy kell késziteniink a kétjegyli szamokat, hogy az eldl all6 szamjegy nagyobb legyen, mint a
hatul 4116. Ennek megfelelden csak harom lehetdség adodik:

Egyik szam | Masik szam | Szorzat

98 76 7448
97 86 8342
96 87 8352

A tablazatbol leolvashatd, hogy a keresett szampar a 96 és a 87.

b) A9,8,7, 6,5, 4 szamokat parokba osztjuk, és az egy parban levé szamokbol képezziik a
kétjegyli szamokat. Nyilvanvalo, hogy ha a szorzat maximumat keressiik, akkor tigy kell
késziteniink a kétjegyli szdmokat, hogy az eldl allé6 szamjegy nagyobb legyen, mint a hatul
allé. Ennek megfelelden 15 lehetdség adodik:

Elsé szam | Masodik szam | Harmadik szam | Szorzat

98 76 54 402 192
98 75 64 470 400
98 74 65 471 380
97 86 54 450 468
97 85 64 527 680
97 84 65 529 620
96 87 54 451 008
96 85 74 603 840
96 84 75 604 800

95 87 64 528 960



95 86 74 604 580

95 84 76 606 480
94 87 65 531570
94 86 75 606 300
94 85 76 607 240

A tablazatbol leolvashatd, hogy a 94, 85, 76 szamharmas esetén lesz legnagyobb a szorzat.

A tablazat az ez évi naptar decemberi lapjat mutatja.

H K Sz/Cs P Sz |V

1 2 3 |4 5
6 |7 8 |9 |10 11 12
13 114 115 16 /17 |18 |19
20 12122 23 |24 2526
27 128 129 30 31

A tablazatban valamely 3x3-as négyzetcsoportban alloé szamok 6sszege 160. Mennyi ezen
szamok koziil a legkisebb?

Megoldas. Ha egy olyan 3x3-as négyzetcsoportot néziink, melyek mindegyikében van szam,
akkor az alabbi sémat lathatjuk:

a-8 a—7 a6

a-1 a a+l

at+6 | at7 a+8

Ezen szamok Gsszege 9a, vagyis a kozéps6 szam 9-szerese. 160 azonban nem oszthato 9-cel,
tehat csak azok a 3x3-as négyzetcsoportok lehetnek megfelelok, melyekben nincs minden
négyzetben szam. Azok a csoportok eleve kiesnek, melyek a napok neveinek cellait
tartalmazzak, mert a mellettiik levo tobbi szam 0sszege 100 alatt van. A napok celldit nem
tartalmazd, de szdmokkal nem teljesen kitdltott 3x3-as négyzetcsoportbol 4 van (kettd a felsd
szamsortol indul, kettd pedig az alsé szdmsorban végzddik), €s az 6sszeg benniik 64, 72, 184
illetve 160. Ez utobbi az altalunk keresett 6sszeg. Ez az 6sszeg abbol a négyzetcsoportbol
szarmazik, melynek bal fels6 sarkdban 17 all, tehat a keresett szam a 17.



Egy blivos négyzetben minden sorban, oszlopban és atloban a szdmok
Osszege ugyanannyi. Hatarozza meg az aldbbi blivos négyzetbdl hianyzo hat szamot!

nl

21 | 42
( Arany Daniel 2007/2008. 1.fordulo)

Megoldas: szolda.hu

Készitslink egy pakli francia kartya lapjaibol 3x3-as blivos négyzeteket (a blivos négyzet
mezobiben egy-egy kartyalap all). A szdmozott lapok annyit érnek, amennyi rajuk van irva; a
bubi értéke 11, a damaé 12, a kiralyé 13, az asz¢é 1. A blivos négyzetben egy-egy oszlopban,
sorban, valamint 4tléban 4116 harom szam 0sszege mindig ugyanannyi - ezt az sszeget
nevezziik ,,blivos szam"-nak.

a) Mi a lehet6 legnagyobb blivos szam, amit el lehet érni, ha csak 9 darab treffet
hasznalhatunk fel?

b) Lehet-e 37 a blivos szam, ha barmelyik 9 lapot felhasznalhatjuk?

Megoldas. a) A lehetd legnagyobb blivos szam akkor keletkezhet, ha a treff szintiek koziil a
legnagyobb értékii lapokat hasznaljuk fel. Ha a blivis négyzetben szereplé szdmokat
osszeadjuk, akkor a blivos szdm haromszorosat kapjuk. Jelen esetben ez
13+12+11+10+9+8+7+6+5 = 81, tehat a legnagyobb lehetséges bilivos szdm a 27. Meg kell
még mutatni, hogy ez a blivos négyzet tényleg 1étezik is:

10J6
59K
Q78

b) A lehetd legnagyobb blivos szdm akkor keletkezne, ha a 9 legnagyobb értékii lapot
hasznalnank fel, azaz 4 kiralyt, 4 damat és egy bubit. Ekkor a lapok pontértékének dsszege
111, a blivés szam 37 lenne. Tehat csak a 4 kiraly, 4 dama, 1 bubi 6sszetételli blivos négyzet
jOhet szoba. Azonban ez a blivos négyzet nem megvaldsithato. A bubi mellé két kiraly kell,
hogy a 37 blivos szdmként kij6jjon. A bubi nem allhat egyik atloban sem, mert akkor vele egy
oszlopban, sorban és atloban is két-két kiraly allna (ezek mind kiilonb6zdk lennének), és
ennyi kiraly nincs. Ha viszont a bubi a négyzet egyik oldalanak kézepén all, és a sorokban és
oszlopokban 37 az dsszeg (lasd abra), akkor egyik atloban sem jon ki a blivos szam.

KJK



QKQ

QKQ (Kémal K.116)

Be lehet-e osztani az
a) 1-t61 2008-ig,
b) 1-t61 2009-ig

terjedd egész szdmokat két csoportba igy, hogy a két csoportban a szamok 0sszege
ugyanannyi legyen? ( Arany Daniel 2008/2009. 1. fordulo )

Megoldas: szolda.hu

Egy énekeskonyvben 700 ének van, 1-t61 700-ig sorszamozva. Minden vasarnap ebbdl
énekelnek egyet, melynek sorszdmat kis fakockakbol 6sszerakva jeldlik ki. (Az egyjegyti és
kétjegyli sorszamokat 0-val kezdve rakjak ki, pl. a 3-at 003, a 28-at 028 alakban.) A fakockak
oldalain egy-egy szamjegy van, és a 6-0st 9-esnek is fel lehet hasznalni.

a) Hany fakockat kell késziteni, hogy minden lehetséges sorszamot ki lehessen rakni?
Tervezziink is meg egy ilyen készletet.

b) Hany éneket vehetnénk még bele az énekeskonyvbe, anélkiil, hogy Gjabb kockat kelljen
késziteniink?

Egy énekeskonyvben 700 ének van, 1-t61 700-ig sorszamozva. Minden vasarnap ebbdl
énekelnek egyet, melynek sorszdmat kis fakockakbol 6sszerakva jeldlik ki. (Az egyjegyti és
kétjegyli sorszamokat 0-val kezdve rakjak ki, pl. a 3-at 003, a 28-at 028 alakban.) A fakockak
oldalain egy-egy szamjegy van, és a 6-0st 9-esnek is fel lehet hasznalni.

a) Hany fakockat kell késziteni, hogy minden lehetséges sorszamot ki lehessen rakni?
Tervezziink is meg egy ilyen készletet.

b) Hany éneket vehetnénk még bele az énekeskdnyvbe, anélkiil, hogy Gjabb kockat kelljen
késziteniink?

Megoldas. a) Legalabb két helyen kell szerepelnie a kdvetkezd szamjegyeknek: 0, 7 €s 8 (pl.
a 100, 177 és 188 szamok miatt). Legalabb harom helyen pedig a maradék szdmjegyeknek: 1,



2,3,4,5,6(alll, 222 stb. szamok miatt). Ez 6sszesen legalabb 3:2+6:3=24 hely, és mivel
egy kockan 6 hely van, ezért legalabb 24/6=4 kocka sziikséges.

Ha 4 kockaval szeretnénk megoldani, akkor a kovetkezokre kell figyelniink:

1. Nem keriilhet egy kockara ugyanaz a szamjegy tobbszor, mert akkor a harom egyforma
szamjegybdl allo megfeleld szamot nem tudjuk kirakni. Vagyis minden kockan hat kiilonb6z6
szamjegy all.

2. Két kockan is szerepel a 0 és a 7 egyiitt, mert ekkor a 007 nem rakhato ki.

3. Két kockan is szerepel a 0 és a 8 egylitt, mert ekkor a 008 nem rakhato ki.

Példaul a kovetkez6 négy kocka teljesiti a fenti harom feltételt:

1. kocka: 0, 1, 2, 3, 4, 6;

2. kocka: 1, 2,4,5,7, 8;

3. kocka: 1, 2, 3, 5, 6, 8;

4. kocka: 0, 3,4,5,6, 7.

Ezekbdl valoban kirakhato az 6sszes szam 1-700-ig:

Ha csak az 1-6-ig (a 9-et is ideértve) terjed6 szamjegyekbdl all a szam, akkor tetszéleges
sorrendben ki tudjuk valasztani a megfeleld kockakat, hiszen mindegyik szamjegy harom
kockan szerepel.

Ha a szdmban nem csak 1-6-ig terjedd sszamjegy van, hanem szerepel benne egy vagy két
szamjegy a 0, 7 és 8 koziil, akkor el0szor azokhoz valasztunk kockat, és utoljara ahhoz a
szamjegyhez, ami harom kockan szerepel.

Ha csak a 0, 7 és 8 szamjegyekbdl all, akkor a 2. és a 3. feltétel miatt a két egyforma
szamjegyet tartalmazo szamokat eld tudjuk allitani. A maradék két szdmot: a 078-at és a 087-
et szintén.

b) 777 nem rakhato ki. A nala kisebb szamok - abc - mindegyike tartalmaz 7-nél kisebb

szamjegyet, legyen ez mondjuk b. Ekkor a bac szam kisebb 700-nal, tehat kirakhato, és igy az
abc szam is. ( Komal, K.105)

Sanyi és apja beszélgetnek:



- Fiam, hany oldalas a kdnyv, amit el kell olvasnod?

- 1000-nél kevesebb.

- Elkezdted mar?

- lgen, vasarnap mar tal is jutottam a szazotvenedik oldalon.

- Es ma mennyit haladtal?

- Nagyon sokat! A ma olvasott oldalak sorszaméanak 2761 az 6sszege.

A beszélgetés napjan hanyadik oldalon kezdte az olvasast, és hany oldalt olvasott Sanyi?

Megoldas: Legyen x + 1 a sorszama az elsé ma olvasott oldalnak, és jeldlje k az elolvasott
oldalak szamat. Ekkor a szoveg alapjan az alabbi 6sszefiiggést irhatjuk fel:
X+14+x+2+. +x+k=2761. Végezziik el az 6sszegzéseket pl. Gauss modszerével:
ke + FETD oy

2 , majd mindkét oldalt szorozzuk meg 2-vel: k(2x+k+1)=5522. Mivel
5522 primtényezds felbontasa 211251, és a bal oldal két tényezbje koziil k a kisebbik, ezért

az alabbi lehetséges értékek adodnak:

k 1 2 11 |22
2x+k+1 5522 | 2761 | 502 | 251
X 2760 | 1379 245 114

Mivel Sanyi mar tul van a 150. oldalon, ezért csak a 246. oldalon kezdhette az olvasast, és igy
11 oldalt olvasott el a beszélgetés napjan. ( Komal K.26)

Az eszkimok orrdorgoléssel koszontik egymast, a sarkkutatdkat pacsival. A sarkkutatok az
eszkimoknak hellét mondanak, csakigy, mint egymasnak. Egy 6sszejovetelen 415 hellé hangzott el.
Hany orrdorgolés és hany pacsi volt? (Mindenki mindenkit Gidvozolt a megfelel6 mddon.)

Megoldas: Minden sarkkutaté minden sarkkutaténak és eszkimdnak hellét mondott. Ha n db
sarkkutato van, és k db eszkimd, akkor az 6sszesen elhangzott hellok szama n-(n-1+k). A 415-6t kell
tehat két egész szam szorzatara bontanunk. 415=5-83=1'415. Ha a 415=5'83 felbontast tekintjik,
akkor a sarkkutaték szama csak 5 lehet (egyébként az eszkimdk szama negativ lenne), igy az eszkimok
79 T8 _ 2081
szama 79. A pacsik szdma 5:79=395, az orrdorgolések szama (mivel ez kdlcsonds) 2

Ha a 415=1-415 felbontast tekintjlik, akkor a sarkkutatdk szama csak 1 lehet (egyébként az eszklmok




szama negativ lenne), igy az eszkimok szama 415. A pacsik szama 1:415=415, az orrdorg6lések szama

415 - 414 85005

(mivel ez kélcsonés) 2 . ( Kémal K. 56)

Egy derékszogli haromszog alapu egyenes hasdb minden élének hossza egész szam.
A hasabnak van 30 és 13 teriletd lapja. Mekkora a térfogata?( Kémal c. 1088)

Megoldas. A derékszogl haromszog alapu egyenes hasdbnak 6t lapja van: két darab
egybevago haromszog (az alaplapok), a palastot pedig harom téglalap alkotja. A hasab
magassagat jeldlje m, a haromszog oldalai pedig legyenek @, b és ¢, ahol a<b<c, tehat
C a haromszog atfogoja.

Ekkor a haséb lapjainak teriilete rendre: ab/2, am, bm és cm.

A hasab térfogata egyenld az alaplap teriiletének és a hasdb magassdganak szorzataval:

V=abm/2.

Tudjuk, hogy a, b, ¢, m €Z, illetve a négy kiilonb6zd teriilet koziil az egyik 13, a
masik 30.

Mivel 13 primszam, ezért két eset lehetséges.
1) ab/2=13;

I1) &, b, ¢ koziil legalabb egynek a hossza 1, és m=13, vagy forditva: m=1és a, b
vagy C pedig 13.

Vizsgaljuk meg mindkét esetet.

1) ab/2=13, ekkor ab=26. 26-nak négy pozitiv egész osztdja van: 1, 2, 13 és 26, vagyis
vagy a=1 és b=26, vagy a=2 és b=13. Egyik esetben sem lesz c=a2+b2————— \ egész
szam, tehat ab£26.

I1) @, b és C pitagoraszi szamharmast alkotnak. Az 1 nem tagja egy pitagoraszi
szamharmasnak sem. Tehat m=1. Ebbdl kovetkezik, hogy a haromszog egyik
oldalanak hossza 13 egység. Fliggvénytablazatban lathatjuk, hogy 13 kettd pitagoraszi
szamharmasnak is tagja. Az egyik szdmharmas az 5, 12, 13, a masik pedig a 13, 84,
85. Az els6 szamharmas megfelelé: 5-122=30. A masodik szdmharmas esetén
azonban nem keletkezik 30 egységnyi teriiletii lap.

Azt kaptuk, hogy: a=5, b=12, c=13 és m=1.
Az élek ismeretében mar megadhat6 a hasab térfogata:

V=ab/2-m=30.



Keressiik meg az 6sszes olyan (nem feltétleniil kiillénb6z6) pozitiv egész szambdl
allo szamotost, amelyek 6sszege egyenlG a szorzatukkal.( Komal K 220 )

Megoldas. Mivel a-b=b+b+...b( a darab), ezért minden szam legfeljebb 5 lehet. Jeloljiik a
keresett 6tosok szamait a<b<c<d<e-vel! Mivel abcde=a+b+c+d+e<5e, ezért abcd<5,
amibdl -tekintve, hogy pozitiv egészek szorzatardl van szo-az 1,1,1,1,1,1,1,2, 1,1,1,3,
1,1,2,2 és az 1,1,1,4 szamnégyest kell béviteni.(Az 1,1,1,5 nem jo, mert akkor =5, a szorzat
25, az 6sszeg 13.) Mddszeresen keresve -a feltételekbe helyettesitve- rendre az e=4+e,
2e=e+5, 4e=6+e, 3e=6+e és a 4e=7+e egyenletek pozitiv egész megoldasait keressiik. Ha
l1éteznek j6 megoldéasok, akkor azokkal j6 szamotdst kapunk, melyek adjak a feladat 6sszes jo
megoldasat. Ezek a kovetkezok:

(11,1,2,5),(1,1,2,2,2),(1,1,1,3,3).

Kombinatorika

Zso6fi logikai jatékaban 9 db, egy négyzet alaku falapba illesztett, kiillonb6z6
szinl fartdra kell kilenc piros, kilenc z61d és kilenc kék, alakra egyforma fakarikat
felhelyezni. (A rudak elrendezése feliilnézetben lathatd az dbrdn.) Helyes elrendezés
akkor keletkezik, ha minden radon harom kiilonb6z6 szinli karika van, valamint ha
mindharom szinten az dbran nyillal jeldlt irdnyokban harom kiilonb6z6 szinti karikat
taldlunk. Hanyféle helyes elrendezése 1étezik a karikaknak? (Két elrendezés akkor
szamit kiilonbozdének, ha legalabb az egyik radon a két elrendezésben a karikdk mas
sorrendben kovetik egymast.)

>0 O O

>0 O C

>0 O O
A A A

Megoldas:
A legalso szinten a karikak elhelyezésére 12 lehetdségiink van.

A kozEpso szinten az also szint minden elrendezéséhez 2-féle elrendezést parosithatunk (pl. az
1. szamu elrendezéshez a 7. és 11. szdmut), a harmadik szintet pedig az elsd két szinten



elhelyezett karikék szine meghatarozza (a harmadik szinten minden oszlopra a rajta még nem
szereplo szini karikat kell tenni). Igy 0sszesen 24 kiilonb6zo helyes elrendezés talalhato a
karikdkhoz. ( Komal K. 62 )

P K|lZ PIK|Z P|Z|K P|Z|K K|P|Z K|P|Z

K| Z|P Z|P|K ZIK|P K|P|Z P Z|K ZIK|P

Z|P K K|Z|P KIP|Z ZIK|P Z|K|P PlZ|K
1. 2. 3. 4. 5. 6.

K| Z|P K|Z|P Z|IK|P Z|K|P Z|P|K Z|P|K

Z|P K PIK|Z KIP|Z PlZ|K P K|Z K|Z|P

PIK|Z Z|P|K P|Z|K K|P|Z K|Z|P PIK|Z
7 8 9 10. 11 12

Egy 3x3-as tabldzatba kiilonb6z6 szamjegyeket irtunk ugy, hogy a sorokbdl balrdl
jobbra és az oszlopokbdl feliilrgl lefelé (tizes szamrendszerben) kiolvashaté haromjegy(i
szamok mind oszthatdk 6-tal. Hany szam lesz ezek koziil oszthatd 5-tel? ( Komal K 215)

Megoldas: Kovetkezé megallapitasokat tehetjiik:
- Egy szam akkor oszthato 5-tel, ha a szam 0-ra vagy 5-re végzodik.

- Mivel mindegyik kiolvasott szdm 6-tal oszthato, ezért mind parosak: az utols6 oszlopba és
sorba keriilnek a péaros szamjegyek.

- Ezért az a kérdés, hogy az utolso sor, ill. Utolso oszlopba kertil-e, és ha igen, akkor hova a 0
szamjegy.

- Mivel a tiz szdmjegy koziil mind az 5 pérosat fel kell hasznalni a 3. sor és 3. oszlop
kitoltéséhez: legalabb 1 szam oszthato lesz 5-tel.

- Ha a 0 a jobb also sarokba kertil, akkor két szam is oszthato 5-tel.

- Mivel az dsszeolvasott szamok 3-mal is oszthatdak, ezért soronként €s oszloponként is
oszthatoak 3-mal a szamjegyek Gsszegei. (Masrészrol a 9 beirt szamjegy Osszege is oszthato
3-mal. A parosz szamjegyek Osszege 20, ezért a paratlan szdmjegyek 0sszege 3mal osztva 1
maradékot kell adnia.)

- Ha egy szadm csupa 3-mal oszthat6 szamjegybdl all, akkor egy masiknak is olyannak kell
lennie (amelyikek O-ra ill. 6-ra végzddnek), de ez nem lehetséges, mert csak két harommal
oszthato paratlan szdmjegyiink van, holott 3 kellene. A paros jegyekbdl sem alkothat6 ilyen
szam.

- Ezért minden sorban és oszlopban pontosan 1 harommal oszthato, 1 db 1 maradékot ad6 és 1
db 2 maradékot add szamjegy all. Jeloljik meg ezért 0-val a 3-mal oszthatd szamjegyeket, +-
szal a 3-mal osztva 1 maradékot adokat €s - -szal a 2 maradékot adokat.



- A péros szdmjegyek 0, 2, 4, 6, 8 sorban a 0, -, +, 0, - jeleket kapjak. Az utolsé oszlop és
utolsd sor k6zos szamjegyének jele csak + lehet, mert abbol csak 1 van: azaz a jobb alsé
sarokba a 4-es kertil. - Legfeljebb egy 5-tel oszthaté szam lehet.

- Pontosan egy szam lesz 5-tel oszthato.
- A bal also6 és a jobb felsé sarokban nem lehet 0.

- Ez valoban meg is valodsithato: 0, -, + jelekkel kell kitolteni a 3x3-as tablazatot tgy, hogy
minden sorba és minden oszlopban van mindegyik jelbdl, tovabba a bal fels6 2x2 részre -, +,
+, 0 kertilhet csak. (Ezért a 3 és a 9 koziil csak az egyiket hasznalhatjuk. A 0 és a 6 végli szam
valamelyik szamjegye az 5 lesz.) Pl.

+-0 156
0+- 372

-0+ 804 egy jo kitdltést mutat.

Okoritofiilpds-felsd vasttallomasan minden évben éllitanak kardcsonyfat. Az
allomasfonoknek van hét kiilonboz6 szint karacsonyfa-lampacskéja, amelyek
egymastol fliggetleniil kapcsolhatok fel és le; szépérzéke azonban nem engedi, hogy a
rozsaszin és a lila lampacska egyszerre legyen a fan. Az allomasfénok december 7-én
felhelyez néhany lampat a fara. Hanyféleképpen valaszthatja ki dket, ha azt akarja,
hogy a felhelyezett [ampak januar 6-ig minden nap mas kombinacidban vilagitsanak a
fan a megadott feltétel szerint?

Megoldas. December 7-t6] januar 6-ig a két széls6 id6pontot is beleértve 31 nap van. Ugy
kell tehat kivalasztani a lampakat, hogy azok legalabb 3 1-féle kombinacioban tudjanak
vilagitani. Minden lampa vagy €g, vagy nem ég, ennek megfelelden egy lampa esetén 2
lehetdség van a kivilagitasra, két lampa esetén 2-2, hdrom lampa esetén 2:2-2, stb. Ebbdl
latszik, hogy legalabb 6t lampat ki kell valasztani a hétbdl ahhoz, hogy a feltételek
teljesiiljenek. Ot 1ampa valasztasa esetén harom lehetéségiink van: vagy a rézsaszint hagytuk
ki, vagy a lilat, vagy mindkettét. Mindkettdt kihagyva 1 lehetdséget kapunk; ha a r6zsaszint
kihagyjuk és a lilat nem, akkor a masik kihagyott 5-féle lehet, ez 5 lehetség a lampak
kivalasztasara; hasonloan 5-féleképpen tehetjiik meg, hogy kihagyjuk a lilat, s a ro6zsaszint
pedig nem. Ez 6sszesen 11 lehetdség. Ha 6 lampat valasztunk ki, akkor két lehetséget
kapunk: egyszer a lilat, egyszer a rozsaszint hagyjuk ki. Mind a hét pedig nem szerepelhet
egyiitt a fan. Tehat 0sszesen 13-féleképpen lehet kivalasztani a lampéakat megfelel6 modon.(
Komal K 20)

Egy konyvtarban a kdvetkez6 modon valaszt 3 gyerek 5 féle konyv koziil: az 5 féle
konyv mindegyikébdl egy-egy példany van egymas mellé kitéve egy asztalra, a



gyerekek pedig arra a konyvre teszik az olvasdjegyliket, amelyiket ki szeretnék
kolcsondzni (egyféle konyvet tobben is kdlesondzhetnek, akar mind a harman,
ilyenkor tobb olvasojegy keriil ugyanazon konyvre, &m egy gyerek csak egy konyvet
kolcsonozhet). Két olvasojegy-elrendezés kiilonbozonek szamit, ha legalabb egy
gyerek nem ugyanazt a konyvet jelolte meg a két elrendezésben. Hany lehetdségiik
van 0sszesen az olvasdjegyek elhelyezésére?

Megoldas: Egy-egy gyerek 5 konyv koziil valaszthat. A valasztasuk fiiggetlen
egymastol, igy harman 6sszesen 5-5-5=125-f¢leképpen valaszthatnak.

Ot kiilénbbzé nagysagn barackunk, és harom kiilénbzé nagysagn almank
van. Két csomagot kell késziteniink beldliik igy, hogy mindkét csomagban négy-négy
gyliimdlcs legyen, melyek egyike alma. Hanyféleképpen tehetjiik ezt meg? (Két
csomagolas akkor kiilonb6zd, ha nem ugyantgy osztottuk szét a kiilonbozo fajtaju és
méretll gylimolesoket.) ( Komal K.211.)

Megoldas: Mivel mindkét csomagban van alma, ezért a barackokat mindig egy hadrmas és egy
kettes csoportra kell osztani. Ha az egyik csomagot megcsinaljuk, akkor a masikba a maradék
keriil: hanyféle képen valaszthatunk a gylimolcsokbdl, hogy legaldbb egy alma van benne? Az
ot kiilonbdzd barackbol a harmas csoportot (53)-féle képen valaszthatunk — ekkor a maradék
1 gytimolesot az almak koziil haromféle képen valaszthatjuk. Ezek szerint 10-3=30-féle
képen valaszthatjuk két csoportra a 8 gylimolesot. Ugyanezt kapjuk, ha a 2 barack-2 alma
csomagok szamat szamoljuk ki: (;)-(3):10-3230. A csomagok sorrendje nem szamit: 30
szEtosztas lehetséges.

Kati egy olyan gombot varr fel a kabatjara, melyen négy lyuk van, az abrdin
lathato elrendezésben (egy négyzet négy csicsaban vannak a lyukak). A cérnat
a lyukakon atbtjtatva ujra és Gjra a cérna kiilonbdz6 mintakat hozhat létre a gombot
szembdl nézve. Egy ilyen minta lathat6 az dbrdn. Hanyféle mintét lathatunk a varras
utan, ha a gomb felvarrasahoz az sziikséges, hogy minimum két lyukat hasznaljunk?

Megoldas. Barmelyik két lyuk vagy 0ssze van kdtve cérnaval, vagy nem. Ez minden lyuk-
parra nézve 2 lehetdség. Mivel dsszesen (;)=6 lehetséges lyuk-paros van, ez 26=64 lehetdség

lenne, azonban ebbdl ki kell vonni azt az egy esetet, amikor semelyik két lyuk nincs
osszekotve.

Tehat 63 mintat lathatunk a varras utan. ( Koémal K.379 )



6 db A és 7 db B betiibdl készitiink betiisorokat a betiik egymas mellé irasaval. Hany
olyan betlisort tudunk késziteni, amely palindrom, azaz oda-vissza olvasva ugyanaz?

Megoldas. K6zépen B betlinek kell lennie, és az egyik és masik oldalra is 3-3 db A,
illetve B bett kell elhelyezniink. Ezt az egyik oldalon 6sszesen (g) féleképpen

tehetjiilk meg. A szimmetria miatt a masik oldalon mar nincs valasztasunk. Tehat 20
palindrom szam készithet6 a megadott betlikbdl. ( Komal K. 380)

Hanyf¢leképpen tehetiink fel a sakktablara egy kiralyt és egy bastyat, hogy
egyik se iisse a masikat? (A sakktdbla mezdi a szokasos modon betiikkel és szamokkal
vannak jelolve; két helyzet kiilonbozének szamit, ha legalabb az egyik babu masik
mezo6n all a két helyzetben.)

Megoldas: Vizsgaljuk meg, hogy a kirdly elhelyezkedése szerint hanyféle helyre kertilhet a
bastya.

A) A kiraly a tabla sarkaban van (erre négy lehetdség van). Ekkor a bastya nem kertiilhet a
kiraly soraba és oszlopaba, valamint a kiraly helyével atlosan szomszédos egyetlen mezore
(ez 0sszesen 16 mezd). A bastya tehat 48 mezdn allhat, igy ebben az esetben 4-48=192
lehetdséget kapunk.

B) A kiraly a tabla szélén all, de nem a sarokban (a tdblan 24 ilyen mezd van). Ekkor a bastya
nem keriilhet a kiraly sordba és oszlopaba, valamint a kiraly helyével atlosan szomszédos két
mezore (ez Osszesen 17 mezd). A bastya tehat 47 mezOn allhat, igy ebben az esetben
24-47=1128 lehetdséget kapunk.

C) A kirdly nem a tébla szélén all (a tablan 36 ilyen mez6 van). Ekkor a bastya nem keriilhet a
kiraly soraba és oszlopaba, valamint a kiraly helyével atlésan szomszédos négy mezdre (ez
Osszesen 19 mez0). A bastya tehat 45 mezon allhat, igy ebben az esetben 36:45=1620
lehetdséget kapunk. A hadrom esetbdl 6sszesen 192+1128+1620=2940 lehetdség adodik a
kivant elhelyezésekre. ( Komal K. 45)

A 3x3-as sakktabla mezdibe tigy irtunk egy-egy szamjegyet, hogy barmely
mezOrdl L-alakban (ahogyan a huszér 1€p) cstisztatva a babut a négy érintett mezon
levd szam Gsszege mindig ugyanaz az érték. Hanyféleképpen tolthetd ki ilyen modon a
sakktabla, ha minden mezdre irtunk egy, a tobbitdl nem feltétleniil kiillonbozo
szamjegyet?



Megoldas. rjunk a kilenc mez6be 2> by -+ 32 betiiket.

a b | c
d | e f
g | h| i

at+d+e+f=g+d+e+f, igy a=g. Hasonl6ban megmutathatd, hogy a=g=i=c. Tovabba
a+d+g+h=b+a+d+g, igy b=h. Hasonl6an megmutathatd, hogy d=f. Tovabba
d+e+f+c=h+e+b+c, igy b=h és d=f miatt 2d=2h tehat d=h. Ez viszont azt jelenti, hogy
d=h=f=b. Tovabba a+d+g+h=a+b+e+h, igy a=e. Ezek alapjan a megfelel6 kitoltéshez egy
vagy két szdmjegyet hasznalhatunk fel 0sszesen. Két szamjeggyel valo kitoltésre 90 (mert
szamit, hogy melyik szdmjegy kertil a sarkokba ¢s kdzépre, és melyik a maradék helyekre),
egy szamjeggyel valo kitoltésre 10 lehetdségiink van. Az 6sszes megfeleld kitdltések szdma
tehat 100. ( Komal, K.95)

Allapotjelz6 hasznalata, konstrukcio készitése

47. feladat: Andras, Béla , Csaba, Dénes, és Elemér egy asztal koriil ilnek. Andrasnal

48.

kezdetben 5 kavics van, a tobbinél egy sincs. Egy 1épés abbdl all, hogy valaki,
akinél legalabb két kavics van, a két szomszédjanak ad egyet-egyet. El tudjak-e
érni, hogy néhany Iépés utin mindannyiuknal pontosan egy kavics legyen? ( Arany
Daniel 201062011. 1. fordulo)

Megoldas: www.szolda.hu

Grafok
feladat:

Alsohuta, Fels6huta és Kozéphuta kozott szamos Ut vezet. Tudjuk azonban, hogy
barmely két falu kozott a kdzvetlen utak szama legalabb 3 és legfeljebb 10.
Alsohutarol Fels6hutara eljuthatunk kozvetleniil, valamint Kézéphutan keresztiil is,
Osszesen 33 kiilonb6zo utvonalon. Hasonloan K6zéphutarol Felséhuta kozvetleniil,
valamint Alsohuta érintésével is megkozelithetd, dsszesen 23 kiilonbdzé moédon. Hany
kiilonboz6 Gtvonal vezet 6sszesen Kozéphutarol Alsohutara (kdzvetleniil, illetve
Felsohutan keresztiil)?



A F

Jel6ljiik x-szel Als6huta és FelsGhuta, y-nal K6zéphuta és FelsGhuta, z-vel Kozéphuta és Alséhuta
kozott a kozvetlen utak szamat. Ekkor Alséhutdrél FelsGhutara 6sszesen x+yz kiilénb6z6 utvonalon
lehet kdzlekedni. Hasonléan Kozéphuta és FelsGhuta kdzott y+xz Utvonalon, végil K6zéphuta és
Alsohuta kozott z+yx Utvonalon. Tudjuk, hogy x+y'z=33 és y+xz= 23, a két egyenlet megfelel§
oldalainak kilénbségét véve, és (y-x)-et kiemelve: (y-x):(z-1)=10. Mivel x, y, z egész szamok, a 10-et
kell két egész szorzatdra bontani, és megvizsgalni, melyik elégiti ki a fenti két egyenletet.
Felhasznalva, hogy 3 = z = 10, csak két lehet&ség marad z értékére: z=3, ekkor y-x=5; vagy z=6, ekkor
y-x=2. Eszrevehetjiik tovabba, hogy z mindkét esetben oszthaté 3-mal, igy az elsS egyenletbdl
addddan x-nek is oszthatdnak kell lennie 3-mal. Ha z=3, akkor x értéke csak 3 lehet, mert ha legalabb
6 lenne, akkor y mar 10-nél tébb lenne. De a mdsodik egyenlet igy sem teljesilhet, hiszen y mar 14
lenne. Tehat z értéke csak 6 lehet. Ekkor az (x;y) szampar lehetséges értékei: (3;5) vagy (6;8). Az elsé
szampar minden szempontbdl jonak bizonyul, a masodik viszont tul nagy akdrmelyik egyenlethez. Az
egyetlen j6 megoldas tehat: x=3, y=5, z=6, igy z+y'x=21, azaz Als6hutardl K6zéphutara 21 kilénb6z6
utvonalon lehet eljutni. ( Kémal K14)

Az abran egy varosrész térképvézlata lathato. A korok az utcasarkokat
(keresztez6déseket), a vonalak az 6ket 6sszekotd ttszakaszokat jelzik. Minden
utszakasznal feltiintettiik, hogy gyalog hany perc alatt tehetok meg. Mennyi a
lehetséges legkisebb iddtartam, amely ahhoz sziikséges, hogy eljussunk A pontbdl
B pontba, feltéve, hogy az dbran mindig csak jobbra vagy felfelé¢ haladunk? ( Komal
K. 25)

Megoldas: A leggyorsabb utat a legegyszeriibben Ugy kaphatjuk meg, ha B-bdl visszafelé
indulva minden korbe beirjuk, hogy onnan legkevesebb mennyi id6 alatt lehet megkdzeliteni
B-t. igy sorban haladva, és mindig felhasznalva a korabban egy adott keresztezédésre
megallapitott minimalis értéket, az alabbi abrat kapjuk:



50. feladat: Egy orszagban 9 nagyvaros van. Ezek koziil mindegyikbdl pontosan 4

o1,

52,

53,

nagyvarosba van oda €s vissza is repiildjarat. Bizonyitsa be, hogy barmely
nagyvarosbol legfeljebb egy atszallassal barmely nagyvarosba el lehet jutni!( Arany
Daniel 2007/2008. 1.fordulo)

Megoldas: szolda.hu

Geometria

Bizonyitas haromszogekben

feladat: Egy derékszogli haromszog oldalainak hossza: befogdi a és B3, atfogoja y. Az
atfogojahoz tartozd magassag hossza p. Igazolja, hogy: x + > o + B. ( Arany Daniel
2006/2007. 1.forduld)

Megoldas: szolda.hu

feladat: Bizonyitsuk be, hogy egy tetszéleges haromszog sulyvonaldnak hossza kisebb az 6t
kozrefogd haromszogoldalak szamtani kozepénél. ( Komal K216)

Megoldas: Legyen F az AB szakasz felez8pontja, AC=b, BC=a, FC=s. Tikrozzik a
haromszoget F-re. A kapott AC'BC négyszogben CFC' egyenesszog, CF sulyvonal képe FC',
rehat ugyanolyan hosszu, ugyanigy AC' oldal hossza megegyezik BC-ével. Az AC'B haromszog
oldalai a, b és 2s. A haromszog-egyenl6tlenség szerint a+b>2s, tehat (a+b)/2>s, azaza
sulyvonal hossza kisebb, mint a kozrefogd oldalak hosszanak szamtani kozepe.

feladat: A Ky, K3, K5 k6zéppontu r sugaru korok mindegyikére illeszkedik a K pont. Két-két
kor tovabbi kdzos pontja a P, Q, illetve R pontok. Mutassuk meg, hogy a K1K2K3 és a PQR
haromszogek egybevagok.

Megoldas:



Hasznaljuk az abrék jeloléseit! Ha két egyforma sugart kor metszi egymast két pontban,
akkor a korok kdzéppontjai és metszéspontjai egy rombuszt alkotnak, a kétiranya
tengelyes szimmetria miatt. Ennek megfelelden (az abra jel6léseit hasznalva) a KiKK2P
négyszog rombusz, tehat KiK> és KP szakaszok kolcsondsen merdlegesen felezik
egymast. Hasonloan KoK3 és KQ, valamint K1Ks és KR szakaszok is. A megfeleld
felezOpontokat jeldlje F, G, H. Innen kétféleképpen lehet befejezni.

I. befejezés: A korabban mondottak miatt a PRK haromszogben FH kdzépvonal, tehat
parhuzamos PR-rel és feleakkora, mint PR. Ugyanakkor FH kozépvonal a KiK2Ks
haromszdgben is, tehat parhuzamos K>Ks-mal €s feleakkora, mint KoKs. Ebbdl
kovetkezik, hogy PR parhuzamos és egyenld K:Ks-mal, Hasonl6an mutathaté meg,
hogy PQ parhuzamos és egyenlé KiKz-mal és QR parhuzamos és egyenlé KoKi-gyel.
Tehat a K1K2K3 haromszog és a PQR haromszog egybevagok, mert megfeleld oldalaik
egyenldk (€s parhuzamosak is).



II. befejezés: Az elmondottakbdl kovetkezéen az FGH haromszoget a K pontbol
kétszeresére nagyitva a PQR haromszoget kapjuk. Mivel FGH a K1K2K3 haromszog
kozépvonalai altal alkotott haromszdg, ezért ahhoz hasonlo, €s a hasonldsag aranya 1/2.
(A hasonlosag kozéppontja a KiK2K3z haromszog sulypontja.) Tehat a KiKoKs haromszog
¢s a PQR haromszog egybevagok. (A KiK:Kz haromszoget a stilypontjabdl 1/2 aranyban
kicsinyitjiik, majd a kapott haromszoget K-bol kétszeresére nagyitjuk, és igy kapjuk a
PQR haromszoget.) ( Komal, K.75)

54, feladat:
Legyen az ABC hegyesszogl hdromszogben az A-bdl indulé magassag talp pontja T, a
haromszog koré irt kor kozéppontja O és sugara R. Bizonyitsa be, hogy ha az AT szakasz
hossza R, akkor az OT szakasz merdleges az A-bél induld szogfelez6re. ( Arany Daniel
2008 /2009. 1. fordulo )
Megoldas: szolda. hu

55. feladat: Az ABC tompaszogli haromszogben az A cslcsnal van a tompaszog. A haromszog
beirhatd kérének kozéppontja legyen S. Az S-en at AB-vel huzott parhuzamos messe az AC
oldalt D-ben és a BC oldalt E-ben. Bizonyitsuk be, hogy DE=AD+BE.

Megoldas. BAS2Z=DSA~, mert valtoszogek. DAS£Z=BAS~, mert AS szogfelezd. igy
DSA~z=DAS, vagyis az ADS haromszog egyenld szara. igy AD=DS.

Hasonloan lehet belatni, hogy BE=SE. igy pedig DE=DS+SE=AD+BE.




A 16 cm oldalhosszusagu ABC szabalyos haromszog AC oldalat meghosszabbitottuk
az A-n tul az AC oldal negyedével és igy a P pontot kaptuk. A P pontot kdssiik 6ssze az AB
oldal A-hoz kozelebbi negyedel6 pontjaval. Az igy kapott egyenes mekkora részekre vagja a
BC oldalt?

Megoldas. Legyen az AB oldal A-hoz kozelebbi negyedeldpontja N, PN és BC metszéspontja
M. Ekkor a PAN haromszog egyenlé szara, melynek alapon fekvé szogei 30 fokosak. Emiatt a
BNM haromszog szogei 30, 60, 90 fokosak. Mivel BN=12 cm, ezért BM=6 cm és MC=10 cm.
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( Koémal, K. 96)
Az ABC szabalyos haromszog AB alapjat meghosszabbitottuk az A csticson

tul az AB oldal hosszanak kétotodével, és igy a P pontot kaptuk. A P pontot 6sszekotottiik az
AC oldal A csucstél szamitott masodik 6t6do6l6 pontjaval, a Q ponttal. Az igy kapott egyenes a
CB egyenest az R pontban metszi. Milyen hosszu a CR, ha AP=2684?

Megoldas. PA=QA=25-AB=2684, amibél egyrészt AB=6710, masrészt
APQ£=AQP£=180-—60.2=30- kdvetkezik. Mivel RQC2=AQP £=30- és
QCR£=ACB~=60., ezért CRQ~£=180.—(RQC£+QCR£)=90- és a CRQ haromszog egy
szabalyos haromszog fele. Ebbé&l kdvetkezik, hogy

CR=QC/2=(AC-AQ)/2=(6710—2684)/2=4026/2=2013.

Az haromszogben X az AB, Y az AC oldal felez6pontja; BY és CX metszéspontja S. Mutassuk
meg, hogy:

a) az SBX és az SCY haromszogek teriilete egyenld;



b) az SBC haromszog és az AXSY négyszog teriilete egyenlo.

Megoldas

a) XY a haromszog kozépvonala, mely parhuzamos BC-vel. Ezért XBY és XCY haromszogek
teriilete egyenld, mert alapjuk (XY) és hozza tartoz6 magassaguk (XY és BC parhuzamos
egyenesek tavolsaga) is megegyezik. SBX haromszdg teriilete ugy adodik, hogy XBY
haromszog teriiletébdl kivonjuk YSX hadromszog teriiletét, SCY haromszog teriilete ugy
adodik, hogy XCY haromszdg teriiletébol kivonjuk YSX haromszog teriiletét. Mivel egyenld
terliletekbdl vonjuk ki ugyanazt a teriiletet, ezért az eredmények is megegyeznek. Tehat SBX
¢s SCY haromszdgek teriilete egyenlo.

b) Mivel BY stlyvonal, ezért felezi az ABC haromszog teriiletét. Ti-et gy kapjuk, hogy az
ABC haromszog teriiletének felébol kivonjuk To-t, Tz-at pedig tigy kapjuk, hogy az ABC
haromszog teriiletének felébdl kivonjuk Ts-et. Mivel To=Ty, ezért T1=T3, tehat SBC haromszog
¢s AXSY négyszog teriilete megegyezik. ( Komal K. 63 )

Mekkorak a derékszogli haromszog hegyesszogei, ha az dbrdan lathaté modon
harom egyenl6 szara haromszogre tudjuk felbontani?

Nevezziik a haromszog A csucsanal levo hegyesszogét «-nak, a B-nél levo
hegyesszdget £ -nak. Az abran bejeldltiik az egyenld szara haromszogek segitségével
kiszamithat6 szogek nagysagat.

Mivel aés O osszege 90°, azért a CTK haromszog T-nél levd szoge derékszog, vagyis 2 e +2
a=90° innen «=22,5° #=675°.



( Kémal K.44)

60. feladat:  Mekkora az dbrdn lathatd harom egybevagd kor sugara, ha a szabalyos
haromszog 12 cm oldalhosszsagu?
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Megoldas: A szabalyos haromszdg oldala 12 cm, tehat magassaga E“v’Ecm. A kis kor sugarat
nevezziik el r-nek, ekkor az abra alapjan a haromszog magassaga
63

rF= -
r+V3r+2r =31+ V3 Tehat 3r + V3r = V3 Ebbal: 3+v3cm,
egyszeriibb alakban Wi-3= 2,2 cm.

(Kémal. K. 89 )



61. feladat:

Az 5 cm oldalhosszisagi ABCD négyzet CD oldalara kifelé megrajzoltuk a CDE
szabalyos haromszoget.

a) Hatarozzuk meg az ABE haromszog szogeinek nagysagat.

b) Mekkora a sugara annak a kdrnek, amelyre az ABE haromszog mindharom cstcsa

illeszkedik?
Megoldas:
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a) Az ADE sz6g 150°, mivel ADC szog 90° és CDE szog pedig 60°. Az ADE haromszog
egyenld szara haromszog, ezért DAE szog nagysaga 15°. Mivel BAD sz6g 90°, ezért BAE szog
75°. A szimmetria miatt ABE haromszog egyenld szaru, tehat ABE szog is 75%os. Igy az AEB
szog nagysaga 30°.

b) Toljuk el a DCE haromszoget az ABF haromszogbe. Az eltolas 5 cm-en tortént (a négyzet
oldala mentén), igy EF hossza 5 cm. Mésrészt viszont az eltolt szabalyos haromszdg minden
oldala szintén 5 cm hosszu, tehat az F pont 5 cm tavolsagra van A, B és E pontoktdl. Ez azt
jelenti, hogy az ABE haromsz6g minden csucsa illeszkedik az F kdzepi, 5 cm sugart korre.
Tehat a keresett sugar hossza 5 cm. ( Koémal, K.73 )

62. feladat: Az ABC haromszogbe beirhatd kor a BC oldal A;-ben, az AC oldalt B, -
ben, az AB oldalt C;-ben érinti. Ugyanigy kapjuk az A;B;C; haromszogbdl az
A,B,C, haromszoget. Mekkorak az ABC haromszog szogei, ha ugyanakkorak, mint
az A,B,(C, haromszdg szogei ? ( A-nal levo szog megegyezik az A,-nél levo
szoggel, B-nél levé szog megegyezik a B,-nél levd szdggel. ) /Arany Daniel
2009/2010, 1. fordulo/

Megoldas: www. szolda.hu

TerUletszamitds négyszogekben



63. feladat: Az ABCD konkav négyszog oldalai AB=13 cm, BC=4 cm, CD=3 cm, DA=
12 cm, a C csucsnal 1év6 belso szoge pedig 270°. Mekkora a négyszog teriilete?

A

Megoldas. A BCD haromszog egy 3 és 4 befogdju derékszogli haromszog. Ennek harmadik
oldala a Pitagorasz-tétel miatt 5 cm, teriilete pedig 6 cm?. Az ADB haromszog oldalaira
teljesiil, hogy a két kisebb oldal hosszdnak négyzetdsszege egyenld a legnagyobb oldalhossz
négyzetével, igy a Pitagorasz-tétel megforditasa szerint az ABD haromszog is derékszogi a D
cstcsanal, tehat teriilete 30 cm?2. A négyszog teriilete a két haromszog teriiletének kiilonbsége,
azaz 24 cm?

64. feladat: Az ABCD négyzet oldalainak hossza 30 cm. A BC oldal felezépontja E, a CD
oldal felezopontja F. Szamitsa ki a besotétitett rész teriiletét! ( Arany Daniel
2006/2007. 1.fordulo)

Megoldas: szolda.hu

B E C

65. feladat:  Egy téglalapot az oldalaival parhuzamos vagasokkal kilenc darabra vagtunk.
Az egyes darabokba beleirtuk a teriiletiiket cm?-ben kifejezve. Mennyi az x-szel jeldlt
darab teriilete?



12 30

( Komal. K213)

Megoldas: Felhasznaljuk, hogy az egy sorban levo téglalapok teriiletének az ardnya az
oszlopok szélességének az aranyaval egyezik meg. Ugyanigy az azonos oszlopban levd
téglalapok teriiletének ardnya a sorok magassaganak aranyéaval egyezik meg. Igy az elsd sor
utolsé téglalapjanak teriilete (30/12)-5=12,5.

Mivel az elsd oszlop als6 téglalapja kétszer akkora teriiletii, mint a felso, ezért ez all a
harmadik oszlop megfeleld cellainak teriiletére is. Tehat Xx=25.

Egy téglalapot az oldalaival parhuzamos vonalakkal kisebb téglalapokra daraboltunk.
A darabol6 vonalak egymastol valé tavolsaga valtozo (az abra nem tiikkrézi a vonalak
egymastol valo tavolsaganak aranyat). Néhany téglalapba beleirtuk, hogy hany egység
a teriilete. Mekkora az y-nal jelolt téglalapteriilet?

14 6 | 20
21
52 | 39
20 30
40 | vy
Megoldas. A 2009. szeptemberi K. 213 szerint legyenek a sorok 1, ii, ... V jeloléstiek,
az oszlopok pedig I, II, ..., V jelolésiiek, az egyes téglalapot (és a teriiletét is) pedig a

sor €s oszlop sorszdmaval jeldljiik, az oszlopok szélességét S, a sorok magassagat
pedig m. Ekkor 52/39=4/3 miatt sn=4x, sm=3X. Ezért tiv,i1=20-3/4=15. Innen
Sv=6X. Masrészrél a IV oszlopban 20/40=1/2 miatt mi=a és mv=2a, tehat
tv,1=6-2=12. Mivel V oszlop kétszer olyan széles, mint Il ezért y=12-2=24. Az
eredményhez természetesen mas téglalapok teriiletének kiszdmitasaval is el lehet
jutni.(Koémal K 218)

Négy egyforma téglalapot az abran lathaté modon illesztettiink Gssze.
A négy téglalap egy nagy négyzetet hoz létre, beliil pedig szintén egy négyzetet
hatarolnak. A bels6 négyzet keriilete megegyezik egy téglalap keriiletével. Mennyi
a kiils6 négyzet és a belsd négyzet teriiletének aranya?



Megoldas. A belsé négyzet oldalanak hossza legyen a, a téglalap négyzetre nem illeszkedd
oldalanak hossza pedig legyen X. Ekkor a masik oldalanak hossza a+X. A keriiletek
egyezbsége miatt 4a=2x+2(a+x), amibol a=2x. gy a kiilsé négyzet oldalanak hossza
a+x+x=4x, tehat a négyzetek oldalinak aranya 2:1, teriiletiik aranya pedig 4:1.

i+ .r

i

Az ABCD téglalap AB oldalanak harmadoldpontja X, CD oldalanak
harmadolépontja Y az abranak megteleléen. Hatarozzuk meg, hogy az dbrdn
szlirkével jelolt sikidom teriilete hdnyadrésze az ABCD téglalap teriiletének.

A X B
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Megoldas. Az abra szimmetridja miatt a satirozott négyszog paralelogramma. Rajzoljuk be
ennek XY atlojat! Ez az atlo felezi a paralelogramma teriiletét. Az AXY haromszog teriilete az
ABCD téglalap teriiletének hatodrésze (alapja az AB harmadrésze, magassaga BC). A DYZ
haromszog oldalai kétszer akkorak, mint az AXZ haromszogé, mert a két hAromszog hasonlo.
gy Z az AY szakasz harmadoldpontja, ezért az XYZ haromszog teriilete az AXY haromszog
teriiletének kétharmada. Tehat az XYZ haromszog teriilete a téglalap teriiletének hatodanak
kétharmada, azaz egykilencede. A paralelogramma teriilete ennek kétszerese, vagyis a
téglalap teriiletének 2/9 része.

A d X B

e

2e
D 2d Y C

Igazoljuk, hogy egy tetszéleges konvex négyszog atloinak dsszege nagyobb, mint a
keriiletének a fele, de kisebb, mint a keriilete. ( Kémal K. 30)

Megoldas: Tekintsiink egy konvex négyszdget:

Jeloljiik az atlok metszéspontjatdl a csucsokig htizott szakaszok hosszat az dbranak
megfelelen e, f, g, h-val. Irjuk fel a hiromszog-egyenlStlenséget az abran lathato négy kis
haromszogben: a<e+f,b<f+g,c<g+h,d<h+e. Akapott egyenlStlenségeket
Osszeadvaa+b+c+d<2(e+f+g+h). Abal oldalon a kertilet, a jobb oldalon az atlok
Osszhosszanak kétszerese lathatd, melybdl 2-vel valo osztas utan kapjuk az els6 bizonyitando
allitast. A masodik allitas bizonyitasahoz irjuk fel a haromszdg-egyenldtlenséget az ABD,
ABC, BCD, CDA haromszogekben: a+d >h+f,a+b>e+g,b+c>h+f c+d>e+g. Az
egyenldtlenségeket dsszeadva, és a kapott egyenldtlenség mindkét oldalat 2-vel osztva az
a+b+c+d>e+f+g+ hegyenlétlenséget kapjuk, ami éppen a masodik bizonyitando
allitas.

Egy paralelogramma belsejében vegyiink fel egy pontot, majd kosstik dssze
a paralelogramma csucsaival. Mutassuk meg, hogy az igy kapott négy szakaszbol
szerkeszthetd egy olyan négyszdg, melynek csucsai a paralelogramma oldalain
vannak.



Megoldas:

Hasznaljuk az abra jeloléseit! Fektessiink a P pontra a paralelogramma egyik oldalaval
parhuzamos egyenest, ez a paralelogramma megfelel oldalait az X és Y pontokban metszi.
Toljuk el az ABXY paralelogrammat AD-vel parhuzamosan ugy, hogy az A pont D-be
keriiljon. Az eltolas soran az X, P, Y, B pontok rendre az X', P', Y', C pontokba keriilnek at.
Mivel AX=DX', ezért AD=XX"; tovabba AB=XY=DC=X'Y'". Ezek szerint a kapott XYY'X'
paralelogramma az ABCD paralelogrammaval egybevag6, hiszen a megfeleld oldalak
parhuzamosak és egyenldk. Ebben a paralelogrammaban a PCP'D négyszog éppen a PA, PB,
PC, PD szakaszokbdl szerkesztett négyszog, melynek csticsai a paralelogramma oldalain
vannak. Ha az XYY'X' paralelogrammat visszatoljuk az ABCD paralelogrammaba, akkor a
PCP'D négyszog eltoltja éppen a keresett szerkesztendd négyszog. ( Komal. K.68 )

Az ABCD négyszogben AB=AC=DB, tovabba az atlok merdlegesek egymasra.
Hatarozzuk meg az ACB szog és az ADB sz0g Osszegét.

Megoldas: Jeldlje az ACB szdget o, az ADB szdget &, az 4tlok metszéspontjat E. Az ECB
derékszogii hdromszdgben EBC £=90° &, az EDA derékszogii hiromszdgben EAD £=90°- 5 .
Az ACB egyenl szart haromszog, tehat ABC £=ar, igy ABE = ex -(90° ar )=2 e -90°.
Hasonldéan kapjuk az ABD egyenld szart haromszog felhasznalasaval, hogy BAE £= -(90°-
£)=2 5-90°. Az ABE derékszdgili haromszdget tekintve 2 5-90°+2 & -90°=90°, innen «+ &
=135°. (Kémal K. 50)
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Az 1 m?-es asztallapra leraktunk négy darab 32 dm?-es és ketté darab 21 dm?-
es kartonlapot. Ezek egyike sem 16g le az asztalrol. Igaz-e, hogy van két olyan
kartonlap, amelyek legalabb 4 dm?-en fedik egymast?

Megoldas. Ha barmelyik két kartonnak 4 dm?-nél kisebb a kozds része, akkor az
els6 lap 32 dm?-t, a masodik 32-4 dm>2-nél tobbet, a harmadik 32-2:4 dm?-nél
tobbet, a negyedik 32-3:4 dm?-nél tobbet foglal el. gy ezek dsszesen tobb, mint
432-6:4=104 dm?-t fednének le. Vagyis nem lehet barmelyik két kartonnak a
kozos része 4 dm?-nél kisebb. ( Koémal, K.102)

Egy 100 m oldalhosszusagl, négyzet alaku fiivesitett teret a hatarvonala
mentén kovezett jarda vesz korbe. Az emberek leggyakrabban a négyzet alaku tertilet
A sarkatol a szemkozti oldal F felezOpontjaba szeretnének eljutni. Ezt Ggy is
megtehetik, hogy a teriilet hatdra mentén a kovezett jardan kozlekednek az ABF
utvonalon, de néhanyan gyalogutat alakitottak ki a fiivon keresztiil ugy, hogy
elindultak az AB oldal mentén, majd egyenesen atvagtak a téren F felé, az abrdn
lathaté modon. fgy a hatar mentén megtett uthoz képest 25%-kal kevesebb utat kell
megtenniiik. Milyen messze van az A ponttdl a fiivon keresztiil vezetd gyalogut K
kezddépontja?

Megoldas. Jelolje AK hosszat X, ekkor KB=100-x. A Pitagorasz-tétel segitségével
felirhatjuk a gyalogutat haszndlok altal megtett tavolsagot:

4 /(100 — )2 + 502 E; 2 mondottak értelmében 25%-Kal kevesebb, mint az




ABF utvonal hossza, ami 150 m. Ennek megfeleléen

T+ \k_ffl[][] — 1)? +50% =112,5 Agrendezve és négyzetre emelve (100-
X)?+502=(112,5-X)2. A zarojeleket felbontva x? kiesik, a kapott elséfoku

egyenletbdl x=6,25. Tehat a gyaloguat az A ponttol 6,25 m-re indul. ( Kémal,
K.108 )

Az dbran lathat6 hatszog minden belsé szoge 120°-0s. Bizonyitsuk be, hogy

AB + FA=CD + DE.

Megoldas:

Ha a hatszog oldalait az abran lathatd modon meghosszabbitjuk, egy szabalyos haromszoget
kapunk, amelybdl a hatszog szintén szabalyos haromszdgeket vag le. Tehat FA = AX és DE =
DZ, ahonnan YX=YB + BA+FA¢ésYZ=YC + CD + DE. Mivel YX=YZ ¢és YB=YC, az
el6z0 két egyenldségbdl kovetkezik, hogy BA + FA=CD + DE. ( Komal K. 31)

Adott a sikon egy konvex hatszog, és a belsejében négy kiilonb6zd pont ugy,
hogy a hatszdg csucsai és az adott négy pont koziil semelyik harom nincs egy
egyenesen. Vagjuk szét a hatszdget olyan haromszogekre, amelyek csticsai a hatszog
csucsai €s az adott négy pont koziil valok (mind a 10 pontot fel kell hasznalnunk).
Mutassuk meg, hogy mindig 12 darab haromszoget kapunk.



Megoldas: Szamitsuk ki a kapott haromszogek szogeinek 0sszegét! Ezek a szogek
egyrészt a hatszog szogeit, masrészt pedig a belsd pontok koriili teljesszoget
,,toltik ki", tehat 6sszegiik 720°+4-:360°=2160°, ami éppen 12 db haromszog
szogeinek Osszege. Tehat 12 darab haromszog keletkezett. ( Komal, K.83 )

Teriiletszdmitas sokszdgekben
76. feladat: Egy cég emblémat terveztet maganak. A tervezo az alabbi, kétféle szabalyos

hatszog segitségével késziilt vazlatot rajzolta, majd ennek segitségével készitette a
végleges javaslatot. Mekkora a sziirke és a vonalkézott teriiletek aranya (a masodik

abran)?

Megoldas: A nagy hatszoget, és a kis hatszdget is daraboljuk fel az dbran lathaté modon:

& &

Az 4brardl leolvashato, hogy a nagy hatszog teriilete 18 kis haromszog teriiletével egyezik
meg. A kis hatszog teriilete 6 kis haromszdg teriiletével egyezik meg, de a sziirke részben
egy-egy haromszog hianyzik a hatszogekbdl, tehat a sziirke rész teriilete 30 db kis haromszog

teriiletével egyenld. Igy a sziirke és vonalkazott teriiletek aranya 30:18, azaz 5:3. ( K6mal
K.57)

Szamolas sokszogekben

77. feladat:

Hatérozzuk meg egy korbe irt nyolcszdg négy olyan belsé szogének az 6sszegét, amelyek
kozott semelyik ketté nem szomszédos!

Megoldas: Kossiik 0ssze a kor kdozéppontjat a sokszog cslicsaival, igy kapunk 8 darab egyenld
szart haromszoget. Ezek alapon fekvd szogei megegyeznek, és ezek koziil minden haromszog
esetén az egyik beleszamit a sokszog kivalasztott szogeinek 0sszegébe, a masik pedig nem.
Tehat a kivalasztott szogek 6sszege akkora, mint a ki nem valasztottaké. A nyolcszog belso
szogeinek O0sszege 1080°, igy a kivalasztott szogek Osszege ennek a fele, 540°. ( Komal

K.38)



78. feladat: Egy Loire menti kastély 20x10 méteres téglalap alakt parkjaban egy 1 méter
széles szogletes ,,spiralut" vezet a kert belsejébe. A kastély ura minden reggel
végigsétal a csigavonall sétanyon (az Ut kozepén halad, és mindig derékszogben
fordul) a csigavonal legvégéig, ott meglocsolja az 1x1 méteres virdgagyban levo fehér
margarétait, majd visszasétal. Mekkora utat tesz meg ezalatt?

Megoldas:

Ha a csigavonalban 1év0 utat az abranak megfeleléen daraboljuk at minden saroknal - a
levagott darabot 4tforditva illesztjiik a mésikhoz; pontozott vonal jeldli a kastély uranak
tvonalat -, akkor egy 1 méter széles, 200 m? teriiletii, téglalap alaku ttsavot kapunk, melynek
hosszusaga (az utolsd 1 métert nem szamitva) megegyezik a kastély ura altal megtett it
hosszaval. Az utsav teriiletébdl kiszamithato a hossza, amely 200 méter, az utols6 1 métert
nem szamitva 199 méter. Ezt az Gr mindennap kétszer teszi meg (oda és vissza), tehat az altal
megtett teljes Ut hossza 398 méter. ( Komal K. 61)

79. feladat: Az abran lathato alakzatot 6t egybevago egyenldszara haromszogbol és ot
egybevago négyzetbdl allitottuk dssze. A tiz alakzat koziil barmely kettdnek legfeljebb
a hatarpontjai kozott lehetnek azonosak. Hatarozza meg az egyenl6 szara
haromszogek belso szogeinek nagysagat!

¢

( Arany Daniel 2007/2008. 1. fordulo)

Megoldas: szolda.hu



Egy varos parkjadban az abrdn lathato sétautrendszert akarjdk megépiteni.
Osszesen hany méter utat kell épiteniiik, ha az abran jelolt utszakaszok hossza 60,
illetve 30 méter?

Megoldas: Legyen a kor sugara 30+x méter. Az X, 60, 30+x oldalu derékszdgii haromszdgre
felirva a Pitagorasz-tételt: X2+60%=(x+30)2, ebbSl x=45 méter. Az dsszes megépitendd it
hossza tehat: 1075+6:60+150 7 =~ 1581,24 méter. ( Komal K. 52)

Sanyiék a kor alaku asztalukat betoltak a sarokba, feliilnézetben latjuk az dbrdan. Az
asztallap atmérdje 170 cm. Az asztallap szélének egy pontja az egyik faltol 10 cm-re
van. Hany cm-re lehet ez a pont a masik faltol? ( Komal K.59)

Megoldas: A P pont két helyen is lehet az asztallap szélén. Az abran feltiintettiik a megadott
tavolsagokat cm-ben. Az abra alapjan a Pitagorasz-tételbdl x>=852-752=1600, tehat x=40 cm.
A P1 pont tdvolsdga a masik faltol 85-40=45 cm, a P2 pont tdvolsaga a masik faltol
85+40=125 cm.
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Elhelyeztiink 2006 darab, egymast sorban kiviilrdl érintd kis kort egy nagy
korben ugy, hogy a kis korok kdzéppontja a nagy kor adott atmérdjére illeszkedik, a
kis korok atmérdinek 0sszege pedig a nagy kor atmérdjével egyenld. Milyen
nagysagrendi viszony allapithatdé meg a kis korok keriiletének 6sszege €s a nagy kor
kertilete kozott?

Megoldas: A nagy kor sugara: r, a kis korok sugara: T1s-- -, T2008 tovabba
T =7T1+...+ T2006. A nagy kor keriilete k=2r 7, a kis korok keriiletének 6sszege
Fi4+ k2 4...4 kooos = 2raw + 2row 4. ..+ 2roo0ew = 27(r 1240+ To008)
Mivel a zardjeles 0sszeg éppen r-rel egyenld, ezért a kis korok kertiletének dsszege €s a nagy
kor kertilete egyenld. ( Komal, K.76)

Van két, nem feltétlenlil azonos méretl(i jatékkockank, melyek éleinek hossza
egész szam. Egymasra tesszlik ezeket ugy, hogy a fellil levé kocka teljes lapjaval érintkezzék
az alul levé kocka egyik lapjaval. Az igy kapott test térfogatanak mérészama megegyezik a
felszinének a mérészamaval. Mekkorak az eredeti kockdk élei?

Megoldas: Legyen az alul levo kocka éle a, a feliil levoé b. A teljes lappal érintkezés csak
nigy valosithatd meg, ha a = b. A kapott test térfogata a®+b?, felszine a két kocka felszinének
0sszegébdl kivonva az érintkezd lap teriiletének kétszerese: 6a%+6b?-2b%. A feladat szovege
szerint 6a%+6b2-2b%=a%+b, azaz 6a?+4b*=a®+b%. Ha b értéke legalabb 6, akkor a értéke is
legalabb 6, és ekkor 6a% < a3, 4b%<b?, tehat 6a?+4bh?<a’+h?, igy az egyenléség nem allhat
fenn. A b értéke tehat csak 1, 2, 3, 4 vagy 5 lehet. Vizsgaljuk meg kiilon az a=b esetet! Ekkor
10a=2a°, azaz a=b=>5 adédik. A tovabbiakban csak az a>b eseteket vizsgaljuk. frjuk fel b
lehetséges értékei esetén a megoldandd egyenletet! Figyelembe véve, hogy a>b,



alkalmazhatunk fels6 becslést, amelybdl a lehetd legnagyobb értéke kideriil! A kapott
lehetséges értékeket megvizsgalva megtalalhatjuk az 6sszes megoldast.

Ha b értéke 1, akkora a kapott egyenlet 6a%+3=a2, ebbdl a becslés: a*=6a?+3<7a?, ahonnan a
maximalis értéke 6, lehetséges értékei pedig 2, 3, 4, 5, 6; ezekbdl nincs egy megoldas sem.

Ha b értéke 2, akkor a a kapott egyenlet 6a?+8=as, ebbdl a becslés: a’=6a?+8<7a?, ahonnan a
maximalis értéke 6, lehetséges értékei pedig 3, 4, 5, 6; ezekbdl niHa b értéke 3, akkor a a
kapott egyenlet 6a>+9=a3, ebbdl a becslés: a*=6a’+9<7a?, ahonnan a maximélis értéke 6,
lehetséges értékei pedig 4, 5, 6; ezekbdl nincs egy megoldas sem. Ha b értéke 3, akkor a a
kapott egyenlet 6a>+9=a3, ebbdl a becslés: a*=6a’+9<7a?, ahonnan a maximélis értéke 6,
lehetséges értékei pedig 4, 5, 6; ezekbdl nincs egy megoldas sem.

Ha b értéke 4, akkor a a kapott egyenlet 6a?=a®, ebbdl a megoldas a=6.

Ha b értéke 5, akkor a a kapott egyenlet 6a-25=a3, ebbdl a becslés: a®=6a-25<6a2, ahonnan
a maximalis értéke 5, ekkor sincs megoldas.

Tehat két megoldas adodik: mindkét kocka éle 5 cm, vagy az egyiké 4, a masiké 6 cm. 8
Koémal, K.82 )

Egy nagy kocka egységnyi ¢li kicsiny kockékbol van 6sszerakva. Koziiliik
Osszesen 80 olyan van, amelyik a nagy kocka élein vagy csucsaiban helyezkedik el.
Hany kockabol épitettiik a nagy kockat?

Megoldas: A nagy kocka csticsaiban 8 kiskocka van, tehat a nagy kocka éleinek
kozepén (nem szamitva a két sz€lsé kockat) dsszesen 72 kiskocka van. Mivel 12 ¢l
van, ezért egy €l kdzepén 6 kiskocka van. Tehat a nagy kocka éle 8 kiskockat
tartalmaz, igy a nagy kocka 8:88=512 kiskockabol all. ( Komal , K.86)

Ha egy téglatest 6sszes éle mérGszamanak 6sszegébdl levonjuk a felszinének mérészamat, majd a
kapott szamhoz hozzaadjuk a téglatest térfogatanak mérészamat, 8-at kapunk. Bizonyitsuk be, hogy a
téglatest egyik élének mér6szama 2.

Megoldas: 8=4x+4y+4z-2(xy+xz+yz)+xyz. Ha ebbe az egyenléségbe pl. z helyére 2-t
helyettesitiink, akkor azonossagot kapunk, tehat ha a téglatest egyik ¢lének hossza 2, akkor a
masik két ¢l mindegy, mekkora. Ha pl. z helyébe (2+a)-t helyettesitiink, akkor a zarojelek
felbontasa és Gsszevonas utan a 0=a (xy-2x-2y+4) alakot kapjuk. A jobb oldali kifejezést
szorzatta alakitva 0=a'(X-2) (y-2). Ez pontosan akkor teljesiil, ha a=0 vagy x=2 vagy y=2, azaz
ha valamelyik €l hosszanak mérdszama 2.

Masképp: A 0=4x+4y+4z-2(xy+xz+yz)+xyz-8 egyenletben a jobb oldali kifejezés szorzatta
alakithato: 0=(x-2)(y-2)(z-2). Ez akkor 0, ha valamelyik él hossza 2. ( Komal. K.78 )



Egy négyzetes oszlopnak van 49 cm? és 84 cm? teriiletii lapja. Mekkora a
térfogata?

Megoldas. Mivel egy négyzetes oszlopot legfeljebb kétféle téglalap hatarol, ezért két eset
van: A) A négyzetes oszlop alaplapja — ami négyzet — 49 cm? teriiletii. Ebben az esetben az
alapél hossza 7 cm. A térfogatot kiszamolhatjuk az oldallap és a hozza tartoz6 magassag
(vagyis az alapél) szorzataként: 847 = 588 cm®. B) A négyzetes oszlop alaplapja — ami

négyzet — 84 cm? teriiletii. Ebben az esetben az alapél hossza 2v21 cm. A térfogatot
kiszamolhatjuk az oldallap ¢és a hozza tartozé magassag (vagyis az alapél) szorzataként:

492421 = 9821 cm?. ( Komal K. 22)

Egy négyzet alapt hasab éleinek hossza cm-ben mérve egész. Az alapjara
merdleges, egyik oldallapjaval parhuzamos vagéssal levagunk beldle egy 4 cm vastag
részt. A megmaradt test térfogata 126 cm®. Mekkorak az eredeti hasab élei?

Megoldas: Legyen az eredeti hasab alapéleinek hossza a cm, a masik élek hossza b
cm. A levagas utan megmaradé rész térfogata: (a-4)ab=126=2-3%7. A lehetséges
szorzotényezok koziil (1,2, 3,6, 7,9, 14, 18, 21, 42, 63, 126) csak a 14 és a 18,
illetve a 7 és a 3 kozott 4 a kiilonbség. Az elsd kettd egyiitt nem szerepelhet a
szorzatban, mert 126 nem oszthat6 4-gyel. Tehat a=7, b=6 johet csak szoba, és
ezek meg is felelnek. ( Komal, K.72 )

Sebi és Vince fa épitdelemekbdl tornyokat készitettek. Mindketten
egyforma négyzet alapti hasabokbol épitkeztek, Sebi az épitdelemeket a kisebb
feliiletli lapjaik mentén rakta egymasra, mig Vince a nagyobb feliiletii oldalakat
illesztette egymashoz. Sebi négy elembdl all6 tornya pont ugyanolyan magasra
sikeriilt, mint Vince hat elemii épitménye. Milyen magasak a tornyok, ha az
alapteriiletiik 6sszege 160 cm??

Megoldas: Legyen a hasab négyzet alapjanak oldala a, a hasab magassaganak hossza
b.

Ha a<b, akkor a?<ab, tehat a hasab alapjanak teriilete kisebb, mint a hasab
oldallapjanak teriilete. Igy a kisebb teriiletii lapoknal négy hasdbot egymasra rakva a
kialakul6 alakzat magassaga 4b, a nagyobb teriiletli oldallapoknal hat hasabot
egymasra rakva a kialakul6 alakzat magassaga 6a.

Mivel az alapteriiletek sszege a’+ab=160, és a két torony egyforma magas, ezért
4b=6a. Az egyenletrendszer megoldasa a=8, b=12, igy a tornyok magassaga 48 cm.

Ha a>h, akkor a%>ab, tehat a hasab alapjanak teriilete nagyobb, mint a hasab oldallapjanak
teriilete. fgy a kisebb teriilet(i lapoknal négy hasabot egymasra rakva a kialakul6 alakzat
magassaga 4a, a nagyobb teriileti lapoknal hat hasdbot egymasra rakva a kialakul6 alakzat
magassaga 6.

A most kapott egyenletrendszer a>+ab=160, és 4a=6b. Az egyenletrendszer megoldasa

S \,-"E

— h= ———

a= V96 = 4\.5"%, 3, s ekkor a tornyok magassaga 16VE cm.



a) Adjunk meg egy olyan sokszoglapokkal hatarolt testet, melynek 12 csticsa ¢s 18 éle
van.

b) Létezik-e a sokszdglapokkal hatarolt testek kozott olyan, melynek 12 cstcsa és 16
éle van?

Megoldas. a) Példaul egy hatszog alapt egyenes hasab.

b) Nem Iétezik ilyen test. Ugyanis minden csucsbdl legalabb 3 élnek kell kiindulnia, tehat az
¢lek szama a csticsokndl megszamolva legaldbb 36. Azonban minden €It mindkét végénél
megszamoltunk, ezért az €lek tényleges szama ennek fele, azaz legalabb 18. Tehat nem
1étezik 12 csucsu, 16 éllel rendelkezd, sokszoglapokkal hatarolt test.

( Komal.K.120)

Két, henger alaku, egyforma magassagu tartaly all egymas mellett. Az egyik 4 m atmérdjd, és 12,5 m
magasan all benne a viz. A masik 3 m atmérgji és Ures. Az elsd tartdlybdl a masodikba szivattydzzuk
at a vizet egy 10 m3/perc teljesitményi szivattydval. Hany perc mulva lesz egyforma magasan a két
tartalyban a viz?

Megoldas. Tekintsik azt a helyzetet, amikor mindkét tartdlyban egyforma magassagban all a viz,
legyen ekkor a viz magassaga x méter. Az elsé tartalybdl hidanyzé, 12,5 — x méter magassagu vizoszlop
keriilt 4t a masodik tartdlyba, tehat 2% 7 +(12,5-x)=1,5% 7 x. Innen x = 8 méter. Az dtkeriilt folyadék
térfogata kézelitéleg 56,6 m3, amit 5,66 perc, vagyis 5 perc 40 masodperc alatt szivattydzunk at. (
Kémal K. 24)

: Bociféldon két tejkimérés m(ikodik, mindkettGben lehet tobbek kézott habos kakadt
is venni. Mindkét tejkimérésben ugyanolyan magas, henger alaku bégrébe mérik a habos
kakaot. (A habos kakad térfogatanak fele folyékony kakao, masik fele a kakadhab.) Kis id6
mulva a hab a térfogatanak negyedrészével megegyez6 térfogatu kakadva alakul at. A Vig
Tehénpasztorban 6 cm sugaru bogrékben adjak a kakaodt, és 12 petakot kérnek érte. A
Jékedvi Csordasban 5 cm sugaru bogrék vannak, de ha az elsé toltés habja lelilepedett,
akkor még egyszer teletoltik a bogrét. Itt az ar 11 petak. Melyik tejkimérésben olcsébb a
kakao?



5

1 11
2 4 8része akapott

Megoldas: A Vig Tehénpdsztorban a bogre térfogatanak 2
kakad mennyisége. A Jékedvi Csorddsban a bogre térfogatanak
5 1 3 1 3 1 _ L]

5 2 8 2 B 4 64 része a kapott kakad mennyisége. Legyen a bogrék

magassaga h cm! A Vig Tehénpdsztorban a bogre térfogata kobcentiméterben mérve 36 7 h,
5 45

dr - h —=— @ h
a kakaé mennyisége pedig 2] 2 , egy petakért
4k
(?'ﬂ"h) 12 = — w7 h
= 8 kobcenti jar. A Jékedvi Csordasban a bogre térfogata
B5 1375
26 h — = : wh
koébcentiméterben mérve 25 7 -h, a kakad mennyisége pedig G4 fd
1375 125
( : -ﬂ'-h) 1l=— 7 h
, egy petdkért 64 6d kébcenti jar. Mivel

15 120 125
2 B4 A4, ezért a Jokedvi Csordasban olcsdbb a kakad. ( Kémal K. 55)

Az dabran lathato épitményt ugy kaptuk, hogy egyforma méretii kockéakat
ragasztottunk Ossze. Két kocka dsszeragasztasdhoz sziikséges, hogy két lapjuk
valamely mértékben atfedje egymast (tehat ha csak élben talalkoznak, az nem elég).
Hatarozzuk meg, hogy legaldbb hany kockabdl készithetd el az épitmény.

Megoldas: Az abran lathatunk 13 kockat, és nyilvan vannak nem lathat6 kockak, melyek
egyben tartjak a tobbit.




Az 1, 2, 3 jelt kockak rogzitéséhez darabonként egy nem lathato kocka sziikséges, ugyanis
ezek tavolsaga akkora, hogy egy kocka nem tud koziiliik kettéhoz csatlakozni ragasztasi
feliilettel. Ossze kell még ragasztani a 4, 5 6 jelii kockakat is, ehhez kell egy kocka. Ez a
kocka nem lehet az, amelyik pl. az 1-es kockat rogziti, mert az 1, 4, 5 jelli kockaknak
elhelyezkedésiik miatt nem lehet egy (nem lathat6) kockaval k6zos ragasztasi feliiletiik. Tehat
legalabb négy nem lathat6 kocka sziikséges a rogzitéshez. Ez elég is: a 4, 5, 6 jelii kockak a
természetesen mogejiik kivankozo, hozzajuk teljes oldallal csatlakozo kockaval
Osszeragaszthatok, az 1 €s 2 jelli kockdkat a hozzajuk, illetve az 5 jelti kockéhoz teljes lappal
csatlakozo egy-egy kockaval rogzithetjiik, a 3 jeliit pedig hozza és a 4-eshez vagy 6-0shoz
teljes lappal csatlakozo kockaval tudjuk felragasztani. Az épitmény tehat legalabb 17
kockabol all. ( Komal K. 60 )

A polimindk a dominok mintajara épiilnek fel: kis négyzetekbdl allnak,
melyek mindig teljes oldallal csatlakoznak egymashoz. Egy P poliminé ,,hatarolo-
szamanak" azt a szdmot nevezzik, ahdny kiilonb6z6 modon atfedés nélkiil
kortilhatarolhatjuk a P egybevagé példanyaival (minden éléhez csatlakoznia kell egy
hatarol6 poliminénak; a polimindt alkoto6 kis négyzeteknek teljes oldalukkal kell egy
masik ilyen négyzethez csatlakozni). Példdul a kereszt alakzat hatarol6-szdma 2, mert
a kovetkez6 két modon lehet korbehatarolni (a tiikkrozéssel egymasba vihetd
koriilhatarolasok is kiilonbozének szamitanak).

Adjuk meg a 3x3-as (vagyis 9 kis négyzetbol allo) négyzet hatarolo-szamat.

Megoldas: Egy 3x3-as négyzet egy oldalanak lefedéséhez legfeljebb két 3x3-as négyzet
elég. Az els6 négyzetet 3-féleképpen illeszthetjiik az oldalhoz, és ez meghatarozza a
masodik helyét (ha kell masodik). A lefedett oldallal szemkdozti oldalt hasonléan 3-
féleképpen hatarolhatjuk, ekkor a két kimaradt oldalhoz mar csak egyféleképpen
tehetiink hozza négyzetet. Ez eddig 9 kiilonb6z6 hatarolas, de ugyanezt elmondhatjuk a
masik két oldalparra is, ez mar 18 eset, de azt az esetet, amikor minden oldalt csak egy
négyzettel hatarolunk, kétszer szamoltuk, igy egyszer le kell vonni. Tehat 17-féleképpen
lehet korilhatarolni a 3x3-as négyzetet 6nmagaval. ( Kémal, K. 80 )

Algebra

. Igazold, hogy minden valos a,b,c esetén igaz:
a?+b?*+c* > ab+ac+bc !

Megoldas: Szorozzuk be 2-vel, és mindent a baloldalra rendezve a kovetkezd
négyzetosszegeket kapjuk:



(a — b)*+ (a—c)?>+ (b —¢)?> = 0 , ami mindig igaz.

Hat4rozd meg a kovetkezd kifejezés minimumat: x2+y2+ 2x -4y +6
Megoldas: Alakitsal teljes négyzetté, akkor azt kapjuk, hogy
(x+ 1)%+ (y —2)? +1 ez akkor minimalis, ha x=-1 és y=2, és a minimum értéke
1.

Két kocka Osszes élének 0sszege oszthatd 72-vel. Igazoljuk, hogy ekkor
a térfogatosszegik oszthatd 6-tal. ( Komal C1111)

Megoldas. A kockak éleinek hossza legyen N és M. Ekkor az 6sszes éliik hossza
E=12m+12n oszthaté 72-vel, ami szerint N+M oszthaté 6-tal. Térfogatdsszegiik
S=m3+n3=(m+n)(m2—mn+n?): mivel olyan szorzat, melynek egyik tényezéje 6

tobbszorose, ezért S is oszthatd 6-tal.

T
i

x° +

1
Tudjuk, hogy valamely pozitiv x valés szamra x? . Hatarozzuk meg

5
4+ —
x értékének kiszamitasa nélkal T~ értékét. (Kémal K. 329)
1 1

Megoldas. Hasznaljuk (X+;) hatvanyait: (x + %)2:x2+x_2+2:7+2:9' azaz (X pozitiv!)

1 10 5 1 3.1
X+-=3. (x + 2)5=x°+5x 3 +10x+—+—=+—, illetve (x + —)3=x3+3X+>+—. A harmadik

x x x x3 x5 x x x3

1

hatvanyban felhasznalva korébbi eredményiinket 33=x3+x—3+3-3, ahonnan

1 1
x3+;=27—9=18. Ez felhasznalva nézziik az 6todik hatvanyt: 35:x5+;+5-18+10-3, azaz

x5+$:243—90—30:123.

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet:

(x3-4)? (x+3)*+ (x+2)?(x-9)>= 0

Megoldas: Két négyzetszam szorzata mindig nemnegativ, ezért a bal oldal csak akkor lehet
0, ha kiilon-kiilon teljesiil az (x?-4)%(x+3)?=0 és az (x+2)*(x-9)?=0 egyenl8ség. Az elsé

egyenldség X = 2; -2; -3 esetén all fenn, a masodik egyenldség pedig X = -2; 9 esetén all fenn.
Mindkett6é akkor teljesiil, ha x = -2, tehat ez az eredeti egyenlet egyetlen megolddsa. ( Komal

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valos szamok halmazan:



1 4
P46+ =4z +—.
I~ I

Megoldas. Nagyon gyorsan jutunk a megoldashoz, ha észrevessziik, hogy (X+1/x-
2)?=0 alakra rendezhet6 az egyenlet (x #0). Vagyis x+1/x-2=0, amibdl x?-2x+1=0,
azaz (x-1)>=0. Az egyediili megoldas:x=1. ( Koémal, K. 100)

A boltban papirzacskoba kériink 5 szem savanyu cukrot, majd egy
masik, ugyanolyan zacskoba 10 szemet. (Minden cukorszem tomege egyforma.) Az
elsé zacskora 85 grammot mérnek, a masodikra 165 grammot. Hany forintot fizetiink
egy papirzacskoért (cukor nélkiil szamolva), ha egy kil savanyu cukor ara 1200 Ft?

Megoldas: A két zacskd tomegének kiilonbsége 5 szem cukor tomegét jelenti.
Tehat 5 szem cukor tomege 80 gramm, igy a zacskdé 5 gramm. Mivel a zacskot is
tomege alapjan, a savanyu cukor kilénkénti arabol kiindulva fizetjiik ki, annyit kell
fizetniink érte, amennyit 5 gramm savanyu cukorért, azaz 6 Ft-ot.

Egy iskola kilencedik évfolyaman négy osztaly van. A négy osztaly
négynapos erdei iskola programon vett részt. Minden osztaly egy nap turazni ment, a
tobbiek ekkor kiillonb6zé foglalkozasokon, eldadasokon vettek részt. Hétfon az A
osztaly tarazott, ekkor 81-en, kedden a B osztaly, ekkor 79-en, szerdan a C-sek, ekkor
75-en, csiitortokon pedig a D-sek, ekkor 80-an maradtak a taborban. Hany f6s
osztalyok vannak az évfolyamon?

Megoldas: Adjuk Ossze az egyes napokon a tdborban maradok 1étszamat. Mivel
minden osztaly haromszor volt bent, €s egyszer kirandult, ezért minden tanul6t
pontosan 3-szor szamolunk meg ebben az Gsszegben. Igy az 6sszegként kapott 315
a tanulok szdmanak haromszorosa, tehat 105 tanuld van 6sszesen. Az egyes
napokon a tdborban maradok 1étszamat ebbdl kivonva megkapjuk a kirdndulo
osztalyok létszamat. Ennek megfeleléen az A-ban 24-en, a B-ben 26-an, a C-ben
30-an és a D-ben 25-en vannak. ( Komal, K.88)

Egy nyomda olyan tarsasjatékot gyart, amelyhez kEgy iskola kilencedik évfolyaman négy osztdly van.
A négy osztaly négynapos erdei iskola programon vett részt. Minden osztdly egy nap turazni ment, a
tobbiek ekkor kilonb6z6 foglalkozasokon, eléadasokon vettek részt. Hétfén az A osztaly turazott,
ekkor 81-en, kedden a B osztaly, ekkor 79-en, szerdan a C-sek, ekkor 75-en, cslitortokon pedig a D-
sek, ekkor 80-an maradtak a tdborban. Hany fGs osztalyok vannak az évfolyamon? étféle figurara van
szlikség: kutyara és macskara; ezeket kartonpapirbdl kivagva készitik. Az egyes készletekben a
macskak és kutydk ardnya 5:3. Hogy a hulladékot minimalizaljak, kétféle kartont nyomtatnak: az egyik
fajta lapon 28 kutya és 28 macska van, a masikon pedig 42 macska. Milyen aranyban nyomtassak a
kétféle kartont, hogy a szétvagds utan éppen megfelel6 legyen a kétféle figura ardnya?



Megoldas: Legyen a vegyes lapbdl kinyomtatott példanyszam x, a csak macskas lapbdl kinyomtatott
példanyszam y. Ekkor a keletkez6 kutyak szama 28x, a keletkezé macskak szama pedig 28x+42y. A két

28r +42y 5 r 9

allatfigura szamanak aranya 5:3, tehat 281 3 , innen kis atalakitasokkal ¥ 4 .Tehdt a
kivant darabszamok eléréséhez a vegyes és csak macskas kinyomtatott lapok szdmanak helyes aranya
9:4. ( Kémal K. 54 )

103. feladat: Egy osztalyban a gyerekek kettesével iilnek, és a padtarsak koziil
pontosan az egyikiiknél van minden matek oran matematika feladatgylijtemény. Masik
jellegzetessége az osztalynak, hogy barmely két tanuld esetén van egy harmadik
tarsuk, aki pontosan akkor hozza el a matematika feladatgylijteményét, ha a két
tanulotarsa is.

Egyik nap begurult a matek tanar, és azt mondta: ,,ebben az osztalyban nincs olyan tanulo, aki
minden nap matematika feladatgyiijteménnyel jonne a matek orara".

Helyes volt-e ez a megjegyzése a tanarnak? ( Arany Daéniel 2008/2009 . 1. fordulo )
Megoldés: szolda.hu

104. feladat:  Egy dobozba harom kiilonb6z6 csokoladébol 16 darabot
csomagolnak. Az dbra mutatja a kiillonb6z6 csokoladék elhelyezkedését.
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Az els6 sorban a négy csokoladé tomege 14 dkg, a masodik sorban 11 dkg, az els6 oszlopban
pedig 10 dkg. Hany dekagramm csokoladét vasarolunk, ha megvessziik mind a tizenhatot?

Megoldas. A harmadik sor tomege is 11 dkg. Az ismeretlen negyedik sor, tovabba a masodik,
harmadik és negyedik oszlop tdmege azonos.
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10 X X X

Vagyis 10+3x=14+11+11+x, amib6l x=13. A dobozban 49 dkg csokoladé van.(
Komal, K. 99)

Haromféle dobozunk van: kicsi, kozepes és nagy (az azonos méretii
dobozok nem rakhatok egymasba). Kitettiink 11 nagy dobozt az asztalra, majd
né¢hanyat ezek koziil iiresen hagytunk, a tobbibe pedig 8-8 kdzepes dobozt tettiink.

A kozepes dobozok koziil is iiresen hagytunk néhanyat, a tobbi mindegyikébe pedig 8
(iires) kis dobozt tettiink. igy most 102 iires doboz van az asztalon. Hany doboz van
Osszesen az asztalon?

Megoldas. Amikor egy nagyobb dobozba 8 kisebbet tesziink, akkor az iires

dobozok szama 7-tel nd, igy ha elészor X, majd y dobozba tesziink 8 kisebbet,

akkor az iires dobozok szama 11+x7+y7=102, ahonnan x+y=13, azaz

13:8+11=115 doboz van 6sszesen az asztalon. ( Komal, K.104 )

Harom nyuszi Ul a fiben, mindegyiklk el6tt egy kupac répa, 6sszesen 36.

Ha egyazon pillanatban az els6 nyuszi atadna a masodiknak répdi harmadat, a masodik a
harmadiknak répai negyedét és a harmadik az elsének a répai 6todét, mindenkinek
ugyanannyi répaja lenne, mint kezdetben volt. Melyik nyuszinak hany répdja van?

Megoldas: Ahhoz, hogy mindenkinek annyi répaja legyen a végén, mint az elején, az kell,
hogy mindenki ugyanannyit adjon, mint amennyit kap, azaz
1/3 E=1/4 M=1/5H — 3/5 H+4/5 H+H=36,
ahonnan H=15, M=12, E=9. ( Komal K. 123 )
Vettilink 6t kiilonb6zd pozitiv egész szamot, és paronként
Osszeszorozva Oket az alabbi értékeket kaptuk: 6, 10, 15, 24, 36, 42, 60, 105, 63, 252.

Melyek ezek a szamok? ( Kémal K 219)

Megoldas. A keresett szamotos: 2, 3, 5, 12, 21.



Szazalékszamitas

108. feladat:  Egy keresked6 6000 Ft-ért megvett egy arut. Milyen arat irjon ra,
hogy abbol 10%-ot engedve, a befektetéséhez képest 20%-0s haszonra tegyen szert?

Megoldas: Ha a keresett ar x, akkor 0,9x=1,2:6000. Innen x=8000 (Ft). ( K&mal
K. 70 )

Atlagszamitassal kapcsolatos példak

109. feladat:  Két diak beszélget iskola utan:

-- Mennyi a szeptemberben kapott jegyeid atlaga informatikabol?

-- Pontosan 4,6.

-- Az nem lehet, hisz még csak most kezdddott el a tanév. Nem lehet még ennyi jegyed!
Mire gondolhatott a kétkedd diak?

Megoldas: A jegyek atlagat ugy szamoljuk ki, hogy 6sszeadjuk a jegyeket, és az 0sszeget
elosztjuk a jegyek szamaval. Az els6 diak allitasa szerint:

I1t+I2+...+ 1n

mn

=48,

ha n db jegyet szerzett eddig. Ezt atalakitva: Tt T T2+ ... +In = 461 Az Osszeg
minden tagja egész szam, ezért a jobb oldal egész. Ez csak akkor teljestil, hanaz 5
tobbszorose. Tehat legalabb 6t jegye kell, hogy legyen a didknak, ami egyetlen tantargybol
egy honap alatt tényleg nem valdszinii. (Ennyi jeggyel meg is valosithaté a 4,6-os atlag, pl.:
4 db 5-6s és 1 db 3-as, vagy 3 db 5-6s és 2 db 4-es jeggyel). ( Komal K.43.)

110. feladat:

Egy 26 f0s osztaly legutobbi matematika dolgozatairdl a kovetkezoket tudjuk:
- 20 tanulonak kézepesnél nem jobban,

- 14-nek kozepesnél nem gyengébben sikertilt.

- A kozepesnél jobbak dolgozatainak atlaga 4,33;



- a kozepesnél gyengébbek dolgozatainak atlaga 1,83;

- nem hianyzott senki a dolgozat irasakor.

(Az atlagok két tizedes kerekitéssel értendok.)

Mennyi az osztalyatlag? ( Arany Daniel 2008/2009. 1. fordulo )

Megoldas: szolda.hu

Teleszkopikus Osszegek szamolasa

111. feladat: Adjuk meg két egész szam hanyadosaként az alabbi dsszeget:

4 + 4 + 4 n 4
1989 -1993 1993 .190% © 109%.2001 2001 . 2005

4 1 1
Megoldas: Az els6 tortet felirhatjuk két tort kiilonbségeként: 1989 . 1993 1980 1993,
Hasonldan felirva a tobbit is, a négytagu dsszeget igy irhatjuk mas alakban:

1 1 1 1 i1 1 1

1080 1093 T 1993 1997 T 1997 2001 ' 2001 2005

1 1 2005—1080 18
1980 2005 1980 .2005 3987945 ( Kémal K. 64)

Sorozatok

Egymas utani szamok 0sszegének kiszamolasa, ennek alkalmazasa

112. feladat: Egy gombfoci-bajnoksagon 15 csapat vett részt, és minden csapat
minden csapattal egyszer mérkdzott meg. Gydzelemért 3, dontetlenért 2, vereségért
1 pont jart. A verseny végén minden csapatnak mas pontszama volt; az utolso
helyezett 21 pontot szerzett. Bizonyitsuk be, hogy a legtobb pontot szerzett csapat
legalabb egyszer dontetleniil mérk6zott.

Megoldas: Minden mérkdzésen dsszesen 4 pontot osztanak ki a résztvevd csapatok
kozott az eredménytdl fliggetlentil. Igy a csapatok altal 6sszesen megszerezhetd

pontok szdma a mérkdzések szamanak négyszerese. A mérkézések szdma
1514 105
2 , tehat a csapatok 0sszes pontszama 420. Ha minden csapatnak
kiilonb6z6 pontja van, akkor a csapatoknak legalabb 21 +22 423 +... 4 35 pontja
van 0sszesen, ez viszont (pl. a Gauss mddszerrel 6sszeadva) éppen 420. Tehat a

végeredmény csak az lehet, hogy a csapatoknak 21,22,...35 pontja van a helyezések



sorrendjében. Igy az elsének 35 pontja van. A pontszam viszont csak a gydzelmekért
jaro 3 pontokkal és a vereségekért jaro 1 pontokkal nem lehet paratlan, mert 14
pératlan szam Osszege paros. Igy az elsé helyezett biztosan jatszott dontetlent. (
Komal: K.49)

: Hany olyan legalabb két elemii szamhalmaz van, amely egymast
kovetd pozitiv egész szamokbol all, és amelyben az elemek dsszege 100?

Megoldas: Ha egymast kovetd szamok 0sszege paros, akkor kozottiik paros szamu paratlan
szamnak kell szerepelnie. A tovabbiakban két esetet kell megvizsgalnunk:

a) Paros darab egymast kovetd szamot adunk 0ssze. Ekkor a mondott feltétel csak abban az
esetben teljesiil, ha a szamok darabszdma 4-gyel is oszthat6 (azaz 4,8,12,... darab szdamot

adunk Ossze, igy koztiik 2,4,8,... darab paratlan szdm van.) Négy egymast koveto szam
Osszege atatl+a+2+a+3=4a+6. Ez nem lehet 100, mert nem oszthat6 4-gyel. Nyolc egymast
kovetd szam Gsszege hasonloan kiszamitva 8a+28, ha ez 100, akkor a=9; a szamhalmaz {9;
10; 11; 12; 13; 14; 15; 16}. 12 egymast kdvetd szam Osszege hasonldan kiszamitva 12a+66.
Ez nem lehet 100, mert nem oszthat6 4-gyel. 16 vagy tobb egymast kdvetd szam Osszege
pedig nem lehet 100, mert mar a 16 legkisebb egymast kdvetd pozitiv egész szam Osszege is
tobb, mint 100.

b) Paratlan darab egymast kovetd szdmot adunk 6ssze. Ekkor a szamok 6sszege a kozépsod
szam annyiszorosa, ahany szamrol sz6 van. Ha a szamok 6sszege 100, akkor tehat a kdzépso
szamnak a 100 tobbszordse, méghozza paratlanszorosa. Igy a kozépsé szam lehetséges
értékei: 4 és 20. A 4 esetén 25 szamrol lenne sz6, de ezek kdzott negativok is lennének, tehat
ez nem ad megoldast. A masik esetben a {18, 19, 20, 21, 22} szdmhalmazt kapjuk. Tehat két
olyan szdmhalmaz van, amely megfelel a feltételeknek. ( Komal K. 51)

3,6,12,5, 10,... szamsorozat elemeit a masodik elemtdl kezdve tigy
kaptuk, hogy az el6z6 elem egyes helyiértéken allo szamjegyének kétszeresét
hozzaadtuk ahhoz a szamhoz, amit ennek a szamjegynek az elhagyéasaval kaptunk. Mi
lesz a sorozat 2007-dik eleme? ( Arany Daniel 2007/2008 . 1. fordulo)

Megoldés: szolda.hu

Az angol ABC betiiit (ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ)
piramis formaban leirjuk ugy, hogy minden sorba eggyel tobb betiit irunk, mint az
el6zo sorba. Amikor a Z-hez ériink, akkor ismét az A, B, C, ...betlik kovetkeznek.
Hényadik soroknal fordul el eldszor, hogy két egymas kovetd sor M betiivel
végz6dik? Hanyadik sor végén lesz M betli el0szor?

Megoldas. Az M bettiig 13 betli van, az ABC pedig 26 betlibdl all, ami a 13
tobbszorose. Igy az elsd kérdésre a valasz egyszerti. Ha mindkét sor végén M betii all,
akkor a méasodik M betli végli sorban minden betlinek ismétlddnie kell néhanyszor,
hogy ismét az M legyen az utolsé betli. A legegyszeriibb, ha egyszer ismétlodik
minden, azaz 26 betli van a sorban, €s igy a 26. sorban vagyunk. Mivel
1+2+...425=26-252 oszthat6 13-mal, igy a 25. és 26. soroknal fordul el elészor,
hogy két egymast kovetd sor M-mel végzddik.



A piramis n-edik soranak végén az ismétlédé ABCD...XYZABC... betlisor
1+2+...+n=n(n+1)2-edik betlije all. Az M az ABC-ben a 13. betli, és az ABC hossza
26=2-13, igy egyrészt 13|n(n+1)2, masrészt ez utdbbi szdm a 13-nak paratlan szamu
tobbszorose kell, hogy legyen. Mivel 13 primszam, igy a legkisebb két eset az N=12 és az
n=13. Ha n=12, akkor n(n+1)2=6-13, ami 13-nak paros szamu t6bbszorése. Ha =13,
akkor n(n+1)2=7-13. Tehat a 13. sor végén all elészor M betll. ( Komal K.388)

Valoszinlisegszamitas

A karacsonyfan mar csak 5 szem szaloncukor van: két zselés és harom
marcipanos, de az izlik a csomagoldson nem latszik. Hanga elhatarozta, hogy minden
nap meg fog enni egyet koziiliikk. Mi a valosziniibb: hogy a harmadik napon eszi meg a
masodik zseléset, vagy hogy a negyedik napon a harmadik marcipanosat?

Megoldas: Ha Hanga a harmadik napon eszi meg a méasodik zseléset, akkor az
elsot az els6 két nap valamelyikén kell, hogy megegye, ez 2 lehetdség az
Osszesbdl. Ha a harmadik marcipanosat a negyedik napon eszi meg, akkor az elsd
kett6t az els6 harom napon kell megennie, azaz csak egy olyan nap volt eddig,
amikor zseléset evett, erre 3 lehetdsége volt az 6sszesbdl. Azaz valdszinilibb, hogy
a negyedik napon eszi meg a harmadik marcipanosat. ( Komal K. 66)

Az abran kétféle festékesdoboz lathato. Anna, Balazs, Csilla és
Dalma gy keverik ki a festéket a tojasfestéshez, hogy becsukott szemmel kétszer
egymas utan belemartjak ecsetjiiket valamelyik doboz valamelyik rekeszébe, és az igy
kapott keverékszint viszik a tojasra. Anna mindkétszer az els6, Balazs mindkétszer a
masodik, Csilla elszor az elsd, majd a mésodik, Dalma elszor a méasodik, majd az
els6 dobozba martja ecsetjét. Melyikiik kapja a legkisebb eséllyel a kék €s piros
keverékeként adodo lila szint?

piros shrga

ziild

zold kitk

kék

Megoldas: Mind a négyen gy kaphatnak lilat, ha el6szor a kékbe, utana a pirosba, vagy
elészor a pirosba, utana a kékbe nytlnak ecsetjiikkel. Ha Anna elsére a kékbe nytl, ami az
estek 1/4-ében fordul eld, akkor masodszorra a pirosba kell nytlnia, aminek szintén 1/4 az
es¢lye, igy lilat 1/16-od valdszintiséggel kap, mivel a forditott sorrend esélye is ugyanennyi,



Osszességében 1/8 eséllyel kever ki lilat. Balazs 1/6 eséllyel nyul elsore a pirosba, utana 1/2
es¢llyel a kékbe, igy ennek a valdszintisége 1/12, de a forditott sorrend is jo, igy
Osszességében 1/6 az esélye a lila szinre. Csilla elsére 1/4 eséllyel nyul a pirosba, masodikra
1/2 eséllyel a kékbe, ill. elsore 1/4 eséllyel a kékbe, méasodikra 1/6 eséllyel a pirosba, azaz
Csilla esélye a lilara: 1/8+1/24=1/6. Dalma ugyanazt teheti, mint Csilla, csak forditott
sorrendben, igy neki is 1/6 az esélye. A legkisebb eséllyel tehat Anna kap lilat. ( Komal,
K.75 )



